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Introducao

Essas notas consistem de um compilado, com algumas adi¢oes, das notas de aula do curso de Calculo
de Probabilidade 1 ministrado de agosto a novembro de 2021 (1° semestre letivo de 2021 da Universidade
de Brasilia) pela prof*® Daniele da Silva Baratela Martins Neto. Qualquer duvida, comentério ou
sugestao ¢ bem-vinda: basta entrar em contato pelo e-mail caiotomas6@gmail.com.

1 Espaco de probabilidade

1.1 Definicao e exemplos

A Teoria da Probabilidade é um ramo da Matematica que estuda, através de modelos matemati-
cos, fendmenos (ou experimentos) aleatérios, isto é, experimentos que, quando repetidos sob condigoes
semelhantes, produz resultados diferentes em geral.

| Exemplo. Lancar uma moeda e observar o resultado (cara ou coroa).

Vemos, entao, que experimentos aleatérios diferem bastante de experimentos deterministicos, isto
é, experimentos que, quando repetidos sob condi¢oes semelhantes, produzem resultados idénticos.

| Exemplo. Agua aquecida a 100°C ao nivel do mar entra em ebulicdo.

Algumas caracteristicas de um experimento aleatério sao:
i. pode ser repetido indefinidamente sob condi¢oes inalteradas;
ii. permite descrever todos os possiveis resultados do experimento;

iii. quando executado um nimero grande de vezes, os resultados apresentam certa regularidade (e
isso nos permite construir modelos matematicos para o experimento).

Exemplos. Alguns exemplos sdo:
1) Langar um dado e observar seu resultado
2) Jogar uma moeda duas vezes e observar seus resultados
3) Tem-se duas caixas:

e a caixa I contém 5 bolas numeradas de 1 a 5;

e a caixa II contém 6 bolas numeradas de 1 a 6.
Retirar uma bola de cada caixa e observar os niimeros de cada bola consiste em um experimento
aleatorio

4) Jogar uma moeda até que apareca cara pela primeira vez
5) Escolher, ao acaso, um niimero real entre 0 e 1
6) Medir, em horas, o tempo de vida 1util de uma lampada

Nosso objetivo aqui é construir um modelo matematico, que recebe o nome de espago de probabili-
dade, para uma anélise mateméatica destes experimentos aleatérios. Para tanto, seja £ um experimento

aleatorio.

Definicao 1.1. Seja £ um experimento aleatério cujo conjunto de todos os resultados possiveis sao
conhecidos. Esse conjunto, denotado €2, é chamado espago amostral de £. Um ponto w €  é
chamado ponto amostral.

Observacées. Note que o espago amostral é um conjunto amostral. Além disso,
(i) Q pode conter mais pontos que o necessario, mas nao pode excluir nenhum resultado possivel
(ii) €2 pode ser finito,
Q={x1,29,...,2n},
infinito enumeravel,

Q:{l’l,l‘g,...}



ou, ainda, infinito ndo-enumeravel,

2 C R nao enumeravel, e.g., um intervalo.

Exemplos. Considere os 5 exemplos de experimentos aleatorios anteriores e denote por €2; o espago
amostral associado ao i-ésimo experimento anterior. Temos

1) @ ={1,2,3,4,5,6}

2) Q9 = {cc,cé, éc, e}, sendo ¢ cara e ¢ coroa

3) O = {(1,1),(1,2),...,(1,6),(2,1),(2,2),...,(5,6)} = {(i,4) : i € {1,2,...,5},j €
{1,2,...,6}}
4) Q4 = {c,éc,téc, céte, ...} ={1,2,3,4,5,...}, onde w = j se, e s6 se, a primeira cara saiu no
j-ésimo lancamento, ou seja, ¢C---Cc.
i—1
s
5) Qs =[0,1]={z eR:0<z <1}
6) Q6 =1[0,400) ={teR:t >0}

Definicao 1.2. Um subconjunto A C 2 do espago amostral de um experimento £ é chamado evento.

Na pratica, os eventos sao os subconjuntos do espago amostral para os quais desejamos saber o
quao provavel serd a sua ocorréncia quando o experimento for realizado. Dito de outro modo, sao os
subconjuntos de €2 para os quais desejamos atribuir probabilidades.

Exemplos. Considere os mesmos experimentos acima.

1) Para &, A = {sair um nimero impar} = {1,3,5} e B = {sair 1 ou 6} = {1,6} sdo eventos

2) Para &s,
A = {soma dos resultados é par} = {1,3,5} = {(1,1),(1,3),(1,5),(2,2),(2,4),...,(5,5)}

= {(i,§) 14,5 €{1,2,3,4,5,6},i £ 6 e i+ j é par}

é um evento

3) Para &, A = {lampada queima apés 10 horas de uso} = {t € R : ¢t > 10} = (10, +00) é um
evento

Observacdes. Note que dois exemplos triviais (mas importantes!) de eventos sdo ) e . Além
disso, perceba que o espaco amostral de um mesmo experimento pode ser representado de maneiras
distintas.

Definicao 1.3. Uma colegao A de subconjuntos de €2 tal que

(i) A#£0

(i) Ac A = A =Q\ A€ A, isto é, se A éum evento de €, entdo A® também é

(e¢]
(iii) Ay, Ag,--- € A = UAi € A, isto é, a unido enumeravel de eventos de ) é também um

i=1
evento de 2

¢ chamada o-algebra de eventos/subconjuntos de €.

Proposicao 1.4. Se A é uma o-algebra de subconjuntos de €2, entao
(a) ABe A= AUBe A
(b) 0,2 € A
(c) ABe A= ANBeA
(d) Al,AQ,"' ceA = ﬂAZ eA

=1
Demonstracao. Demonstramos cada item.

(a) Tomando A; = A, Ay = B, A; = 0,7 > 3, segue da definigdo que U A, =AUBe€ A.

i=1



(b) Como A # 0, existe A € A. Logo, por definicdo de o-algebra, A° € A. Ora, como Q = AUAC,

entdo Q € Ae, dai, Q¢ =0 € A.
(c) Como A, B € A, entdo A°, B¢ € A. Dai, por (b), A U B® € A e, portanto, (A® U BY)“

ANBe A
(o] [o.¢] C oo
(d) Se Ay, Az, - -+ € A, entdo AY, AS,--- € A. Logo, | J AY € Ae, portanto, (U Af) =) 4
i=1 i=1 i=1
A

Observacées. Dado um conjunto §2 qualquer, temos

(i) A={0,Q2} é a menor o-dlgebra de 2, denominada o-algebra trivial

(ii)) A=P(Q) ={A: ACQ} éamaior o-adlgebra de 2, denominada o-algebra das partes.
Os termos “maior” e “menor” se referem a inclusdo de conjuntos.

Exemplo. Considere £ : jogar um dado honesto. Como vimos, nesse caso podemos tomar 2

M

{1,2,3,4,5,6}. Dai, A={0,9,{1,2,3},{4,5,6}} é uma o-dlgebra de subconjuntos de €. Note que
A = {sair um ntmero par} = {2,4,6} ¢ A. Isso ilustra a necessidade de considerarmos as maiores

(novamente, no sentido de inclusdo de conjuntos) o-algebras possiveis.

Listamos as trés o-dlgebras mais usuais.

(a) Se Q = {wi,ws,...,wn} (finito) ou Q@ = {wy,ws, ..., } (infinito enumerével), tomamos A = P(£2),

ou seja, a o-dlgebra das partes de 2. Note que |A| = 2V se 2 ¢ finito.

Exemplo. Se Q@ = {1,2,3}, entdo a o-dlgebra das partes de Q é A

{0, {13, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, @}.

(b) Se © C R é nao-enumeravel, tomamos A4 = B(Q2): a o-algebra de Borel de 2. Esse conjunto é
a cole¢ao de todos os subconjuntos de €2 “gerados” por intervalos, e é a menor o-algebra contendo
todos os intervalos de €). Intuitivamente, um conjunto é “gerado” por intervalos se ele pode ser
obtido a partir de uma quantidade enumeravel de intervalos aplicando-se as operagoes de uniao,

intersecao e complementar.

Chamamos ainda A € B(2) de boreliano de 2 e denotamos também a o-algebra de Borel na

reta por B(R) = B.

| Observacao. Subconjuntos de R que nao sao “gerados” por intervalos sdo “rarissimos”.

(c) Subindo uma dimensdo, se 2 C R? é ndo-enumerdvel, tomamos A = B%(), também chamada
o-algebra de Borel de €). Analogamente ao caso anterior, esse conjunto é a cole¢do de todos os
subconjuntos de 2 “gerados” por retangulos, e é a menor g-algebra contendo todos os retangulos

de €.

Chamamos ainda A € B%*(Q) de boreliano de €2 e denotamos também a o-4lgebra de Borel no

plano por B*(R) = B2

Observacao. Defini¢oes e notagdes analogas valem para dimensao maior que 2. Por exemplo,

B" = B"(R) é a g-algebra de Borel no R™.

Agora que ja definimos o que é um espago amostral e uma o-algebra, queremos definir um espago de
probabilidade, i.e., um espaco no qual possamos, de fato, calcular as probailidades desejadas. Para
tanto, seja & um experimento aleatério. Associamos, acima, um par (£2,.4) a £, sendo €2 um espaco

amostral e A uma o-algebra de eventos de 2.

Queremos, dado A € A, associar um nimero que indique o quao provavel é a ocorréncia de A a cada

realizacao de £: a probabilidade de A.

Definicao 1.5. Considere €2 um espago amostral e A4 uma o-algebra de eventos de ). Uma medida

de probabilidade sobre (€2, .4) é uma fungao P : A — R que satisfaz os seguintes axiomas:
(A1) P(Y) =1



(A2) VAe A, P(A) >0
(A3) se Ay, Ay, -+ € A sdo tais que A; N A; = 0Vi # j, entao

P (U AZ) =Y P(4;) (o-aditividade)
i=1 i=1

Nesse caso, P(A) é dita probabilidade de A.
A partir da definicao, temos a seguinte proposicao.

Proposicdo 1.6. Se P é uma medida de probabilidade sobre (£2,.4), entao
(i) P(@)=0
(ii) se Aq,..., A, € Asdo tais que A; N A; = BVi # j, entdo

P (U Ai> =Y P(A
i=1 i=1
ou seja, P ¢ finitamente aditiva.

Demonstracao.
(i) Tome A; =Q, A, = 0¥n > 2. Da o-aditividade de P segue que

1_1+ZP ) <= P(0) = 0.

n=2
(ii) Sejam Ay, Ag, ..., A, Ayir, -+ € A tais que A;NA; = 0Vi # j e tome Ay = OVE > n + 1.
Logo,
P(U)=r(0a) =X ran =3
i=1 i=1 i=1 i=1
pois P(()) = 0.
]

Definicdo 1.7. Um espaco de probabilidade é um trio (€2, .4, P), com € espaco amostral, .4 uma
o-algebra de eventos de © e P medida de probabilidade sobre (£2,.4).

Exemplo. Considere os 6 experimentos & dados anteriormente. Temos
&y: nesse caso, vimos que podiamos tomar 2 = {1, 2 3,4,5,6}. Dal, tomando A = P(Q2), definimos

P{w}) ==, Yw e Q.

Entao, VA € A, é intuitivo definir (s6 se 2 for ﬁmto!) que

_ 1AL

wiwEA
Mas serd que essa P é de fato uma medida de probabilidade? Dito de outro modo, se 0 <
2] < 00, entdao P : A — R tal que, dado A € A, P(A) = |A|/|?| é medida de probabilidade?
A resposta é sim!

Demonstracdo. Note que P(Q2) = |Q2|/|Q] = 1 e que, VA € A, P(A) = |A|/|2] > 0 pois
|A| > 0. Por fim, se A, Ay, --- € A sdo tais que A; N A; = 0Vi # j, entao

o unido disjunta 1 > >
Al = = |A; =>» P(A
P(0a)-5 CRSC DN i)
logo P ¢ medida de probabilidade. O
&y para esse experimento, tomamos = {1,2,3,...}. Sendo A = P(Q), é intuitivo tomar

P: A — R tal que
. .
P({i}) = 0. Vi € Q



1
=2 P{iH =2 5
JEA jeEA
Vamos mostrar que essa P é uma medida de probabilidade.

Demonstracdo. Note que

1 &1 1/2
D SVS(T)EED RN )
JjEQ JEQ 2 j=1 2 1 - 1/2
Além disso, dado A € A temos
1
JEA

pois 1/27 > 0, Vj € A. Por fim, se A, Ay, - -+ € A sdo tais que AN A, = 0Vi # k, entao

P(Ua)= T 5=3 % ;=3P

JEUA; i= ljeA

logo P é medida de probabilidade. O]

Es: nesse ultimo caso, tinhamos Q2 = [0, 1]. Tomando A = B(£2), ¢ intuitivo definir (considerando
um espago de probabilidade uniforme e © de “comprimento” finito) P : A — R tal que
“comprimento” de A [, dx

P(A) = = .
(4) “comprimento de” @ [, dx

Vamos mostrar que para €2 C R tal que 0 < / dr < 0o, a funcao P : A — R definida acima é
Q
uma medida de probabilidade.

Demonstracdao. Da monotonicidade da integral, segue que P(A) > A, VA € A. Além
disso,

P(Q):/dx//dle.
Q Q
Por ultimo, se Ay, Ay, -+ € A sdo tais que A; N A, = 0Vi # k, entao

o0 N\ uniéogsjunta > - >
P(iL:JlAZ> —/UAidx//de & Z;/Aidx//gdx—;P(A

logo P é medida de probabilidade. O]

No contexto de espacos de probabilidade, ha dois casos especiais que receberao nossa atencao: os
espacos discretos e os espagos continuos.

Espago de probabilidade discreto. Seja (2, A, P) um espaco de probabilidade tal que Q =
{wi,ws, ..., wy} ou Q@ ={wy,ws,...} (2 enumeravel).

Observacao. 2 também poderia ser um espaco amostral qualquer contendo um subconjunto enu-
meravel {wy,ws, ...} C Q tal que
i>1
Nesse caso, podemos tomar A = P(£2) e definir, VA € A,

P(A)= > P({w}).

iiw; €A
Entao, para calcular P(A), basta conhecer P({w;}) = p;,i = 1,2,.... Note que p; > 0Vi =1,2,... e
sz' =1
i>1

No caso particular de € finito de cardinalidade N e resultados equiprovaveis, i.e., p; = P({w;}) =
pVi=1,2,..., pode-se mostrar (Lista 1 - Exercicio 1) que p = 1/N e, dado A € A,

P= ¥ = X p=plal=lf =G

i: P({wi}) 1:w;€A
Nesse caso, (2,4, P) é chamado espago de probabilidade uniforme discreto. A principal dificul-
dade em espacos desse tipo é determinar as cardinalidades dos conjuntos envolvidos, e para isso serao

7



necessarias ferramentas e métodos de contagem e analise combinatoria, vistos mais adiante.

Espaco de probabilidade continuo. Aqui lidaremos com dois casos principais.

(I) Seja © C R nao-enumerdvel tal que / dr >0 e tome A = B(2). Em geral, a probabilidade de
Q

= /A f(z)dx

com f:R — R tal que f(x )>O‘v’x€Re/Qf( x)dx = 1.

um evento A € A é

Um caso particular é o espaco uniforme: suponha 0 < / dr < co. Para cada A € A,

P(A) =

“comprimento” de A [, dx / @
“comprimento de” Q [, dx
sendo

1
——,z €}
flz) = Jo dx
0,z ¢
Exemplo. Seja Q2 = [a,b] C R. Entao o “comprimento” de ) é / dx = b — a e, nesse caso,

1

flx)=<¢b—a’
0,z ¢ [a,b]

x € [a,b]

(IT) Seja Q2 C R? nao-enumerdvel tal que / dxdy > 0 e tome A = B*(Q). Em geral, a probabilidade
Q
de um evento A € A é
— [ 1@z,
A

com f:R? — R tal que f(z,y) > 0V(z,y) € R* e // f(z,y)dzdy = 1.
Q

Um caso particular é o espago uniforme (em dimensao 2): suponha 0 < / / drdy < oo. Para cada
Q

Ae A,
“area” de A [[, dxdy
P(A) = = — [[ f(.y)dzy,
(4) “area” de Q  [[ dzdy Af(x y)dzdy

sendo

1
e 3.1 > (:L‘7 y) € Q
fla,y) = {ffﬂ dxdy
0, (z,y) ¢
Exemplo. Considere o experimento de escolher, ao acaso, um ponto no retangulo [—1, 1] X

[—1,1]. Nesse caso, Q = {(z,y) e R? : =1 <z < 1,-1 <y < 1}. Entdo a “area” de Q é
1A

/ / dxdy = 4 e, nesse caso,

—1J-1

1
S (zyy) € [~1,1] x [-1,1
P LY ISR RS
0,(z,y) ¢ [-1,1] x [-1,1]
Por exemplo, se A = {o ponto escolhido dista menos de 1/2 da origem} = {(z,y) € Q : 2% +
y* < (1/2)?}, entao

“area” de A [[, dxdy // =
= = Jdady = | / Jdody =%
P(4) “area” de Q  [[, dxdy f(@,y)duedy = 4= 16

Dados os exemplos e feitas as observagoes, vamos ver algumas propriedades da medida de probabi-
lidade.

Proposicao 1.8. Sejam (€2,.4, P) um espago de probabilidade e A, B,C € A. Temos
(P1) P(0)=0



(P2) P(A) =1— P(A%)
(P3) se A C B, entao
(i) P(B—A)= P(B) - P(A)
(ii) P(A) < P(B) (monotonicidade)
(P4) P(A) <1
(P5) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) e, em geral,
(U A) SNP(A)— Y. P(ALNAL)+ D P(ANA,NAL)+ - +(=1)" T P(AiN- -

=il 1<i1<i2<n 1<i1<ig<iz<n

(P6) P(AUB) < P(A)+ P(B) e, em geral,
(0 <5
(P7) P(ANB) >1— P(A%) — P(BY).

Demonstracao.
(P1) Provada acima.
(P2) Da Proposic¢ao anterior, temos
P(Q)=1=P(AUA”) = P(A) + P(A°) < P(A) =1 — P(A°).
(P3) (i) Temos
P(B - A) = P(Bn A¢) &
pois A C B, logoAﬂBC:@
(ii) Temos

— P(B°UA)=1-P(BY — P(A) = P(B) — P(A),

A2)

P(B— A) = P(B) — P(A)
(P4) Como A C €, segue da (P3) que P(A) < P(Q) = 1.
(P5) Mostramos o resultado para dois conjuntos. Para o caso geral, veja [1] p.50-51. Temos
P(AUB)=P(A)+ P(B-A),
pois AUB = AU (B — A) (conjuntos disjuntos). Como B = (AN B)U (B — A) (eventos
disjuntos), entao

0 <= P(B) > P(A).

P(B)=P(ANB)+ P(B—A),
isto é,
P(B—A)=P(B)— P(ANB).
Logo, P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
(P6) Mostramos o resultado para dois conjuntos. Para o caso geral, veja [1] p.50-51. Temos
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB) < P(A)+ P(B).
—
>0
(P7) Temos
P(ANB) = P(A)+P(B)—P(AUB) = 1—-P(AY)—P(B%)+1 — P(AU B) > 1-P(A°)-P(B").

—_——
>0

]

Enunciamos, a seguir, uma das propriedades mais importantes de uma medida de probabilidade: sua
continuidade.

Teorema 1.9 (Cont. da Probabilidade). Sejam (£2,.4, P) um espago de probabilidade e Ay, Ag,--- €
A. Entao,

(a) se Ay C Ay C ... e

n—00

lim A, = U A, €A,
n=1



vale .
P( An) _p (T}LIQOAQ — lim P(A,).
(b) se Ay DA D ... e
lim A, = ﬂ A, €A,

n— o0
n=1
vale .
P( An> _ P(lim An> _ lim P(A,).
n—=1 n— o0 n—oo
Demonstracao.

(a) Defina B,,n > 1, por

n—1
B1:A1 eBn:An— U Ai:An—An,l,n>1.
i=1
Note que BiN B = (), Vk # 1, pois, nesse caso, BiNBy, = BN (A, — A1) e, como A} C Aj_1,
nao existe b € By tal que by € Ay — Ai_1. De maneira andloga, temos B; N B; = 0,Vi>j>1.

Ademais, temos
o (o] n n

i=1 i=1 i=1 i=1

Portanto,
P(Ua)=r(Us) =X rm) - m 3P
i=1 i=1 i=1 i=1
ser((n)
i (02
= iz, P(A).
(b) Como A; D Ay D -++, entdo AY € AY C ---. Do item anterior, segue que
c 4 : c
P (Jim A7) = (QAi ) = fim, P(AL).
Mas como
- c
Na=(Ua)
i=1
entao
. c
c
()0
ou seja,

e segue o resultado.

]

Vamos agora mostrar que dado 2 tal que 0 < || < 0o e assumindo resultados equiprovaveis, temos
que P: A="P(Q) — R dada por P(A) = |A|/|?],VA € A, define uma medida de probabilidade.

Demonstracdo. E claro que VA € A temos P(A) = |A|/|Q| > 0. Ademais, P(Q) = |Q]/|Q| = 1.
Por fim, note que como A = P () e || < 0o, entdo A; dai, a tnica forma de termos uma sequéncia
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Ay, Ay, -+ € A de elementos dois a dois disjuntos é se A,, = 0 Vm > N € N. Assim,

P(Q&)zﬂmzlngMﬂzzPMJ

Outra maneira seria apenas pegar uma tal sequéncia acima e argumentar que

" CUR AL SR A
P@AZ)‘ o o =W

i=1

]

Aproveitando o ensejo, mostremos também que dado 2 = N e sendo A = P(N), temos que P : A — R
dada por
1

Qj,VAeA

P{j} = 5 1} €0 ¢ PUA) =Y P({j) =%

jeA jeA
define uma medida de probabilidade.

1 >0 1
Demonstracdo. Note que dado A € A, temos P(A) = > % 2 0. Ademais, P(Q) = ) %5 = 1.
jEA j=1
Por fim, dados Ay, As,--- € A dois a dois disjuntos, temos
> 1 1 1 >
i=1 jel | As jEA jEA i=1
]

Para finalizar as demonstragoes dessas medidas de probabilidade usuais, mostremos que se 2 C R é
nao-enumeravel tal que 0 < /dx < 0o e sendo A = B(), entdao P : A — R dada por
Q

mm:ﬁgmmA (1)

define uma medida de probabilidade.

Demonstracdo. Segue da monotonicidade da integral que P(A) > 0,VA € A. Ademais, temos
P(Q) = / dx// dr = 1. Por ultimo, dados Ay, A, - -+ € A dois a dois disjuntos, temos
Q Q

P(ZGIAZ) :/I_IAi dx//de:;/Aidx//ﬂdx:;ilp(Ai).

1.2 Condicionamento e independéncia
Probabilidade Condicional

Para comegarmos a discussao acerca da probabilidade condicional, comecamos com um exemplo
motivador.

Exemplo. Considere uma caixa com r bolas vermelhas numeradas de 1 a r e b bolas brancas nume-
radas de 1 a b. Seja £ o experimento “retira-se ao acaso uma bola da caixa”. Suponhamos resultados
1
equiprovaveis e sejam Q2 = {Vi,..., V., By,..., By} e A = P(Q). Dai, Yw € Q temos P(w) = 0
”
A
e, VA€ A P(A) = |—|—|b Com isso, estamos interessados em saber
r
(I) qual a probabilidade de retirar uma bola nimero 17
(IT) qual a probabilidade de retirar uma bola nimero 1, sabendo que ela é vermelha?
Solugao. Para a primeira pergunta, temos
B 2
P(B) = 1Bl _ ’
r+b r+b
sendo B = {ndimeroda bola é1} = {V;,B;}. Para a segunda pergunta, fagamos A =
{bola é vermelha} = {V4,...,V,}. Denotamos por B|A o evento “ocorrer B dado que A ocorreu”.
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Queremos, entdo, calcular P(B|A). Note que estamos restringindo o espago amostral as r bolas
vermelhas, i.e.;, A é o “novo” espago amostral. Nesse “novo espago”, a probabilidade de retirada de
cada bola é 1/|A| = 1/r. Dali,

1 |BNnA] |BNAJ/|Q P(BNA)

PO =0="47 = Tapa = P

Isso motiva a

Definicdo 1.10 (Probabilidade Condicional). Sejam (£2,.4, P) um espago de probabilidade e A, B € A
tais que P(A) > 0. A probabilidade condicional de B, dado A, denotada por P(B|A), é
P(BNA)
P(Bj4) = —— 2
(Bl4) = 25
Observacoes. (i) se P(A) = 0, entdo P(B|A) é indefinida. Alguns autores adotam P(B|A) = 0
ou P(B|A) = P(B) neste caso;
(ii) sejam (€2,.A, P) espago de probabilidade e A € A fixo com P(A) > 0. Entao P(-]A) : A - R
define uma medida de probabilidade sobre (£2,.4).
- P(QNA) P(A) P(BNA)
D . N P(QJA) = = =1 P(B|A) = ————= >
emonstracdo. Note que P(Q2]A) P(A) P(A) e que P(B|A) PA) =
0,VB € A uma vez que P(BNA) >0e P(A) > 0. Por fim, dados A;, Ay, - - - € A disjuntos
dois a dois, temos

> C'>31 Az A e Az A el
}%BM@:P(HmO)ZZHH;):gﬂmm,

i=1

onde a pentltima igualdade se deve ao fato de que A;NA; = 0 sei # j implica ANA;NA; =
0. ]

Proposicdo 1.11. Seja (€2, A, P) espaco de probabilidade. Valem
(a) Regra da Multiplicacao
(i) se A,B € A, entdao P(AN B) = P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B);
(i) se A,..., A, € A, entao

P (ﬁ Ai> = P(A1)P(A|A)P(A3| A1 N Ag) -+ P(An| Ay N+ 0 Apy).

(b) Regra da Probabilidade Total: se By, Bs, - € A sdo dois a dois disjuntos tais que U B, =Q
i=1
e P(B;) > 0,Vi, entao

P(A) =" P(B))P(A|B;),VA € A

(¢) Férmula de Bayes: se By, By, - - - € Asao dois a dois disjuntos tais que | ] B; = Q, P(B;) > 0, Vi
i=1

e P(A) >0,A € A, entdo

P(B;)P(A|B;) i > 1.

P(B;l4) = =1 P(B;)P(A|B;)" ~ —

Demonstracdo. Demonstramos os resultados na ordem apresentada.
P(ANB
(i) Por definigao, se P(A) > 0 entdo P(A|B) = P(ANB) e P(B|A) =

P(A)
P(A)P(A|B) = P(B)P(B|A).
(ii) Para i = 1,2 vale a igualdade. Suponha que

P(BNA)

PB) ie., P(ANB) =

P ((k] AZ-) = P(A)P(A|Ay) -+ P(AA N -+ 0 Ayy).
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De (i), temos que

k+1 k k
P (m Ai> _p (Ak+1| N Ai> P (m A,->
i=1 i=1 i=1
= P(A))P(A3|Ay) - P(AR|A1 NN A1) P(Aggr|Ar NN Ag)
e o resultado segue por inducgao.
(b) Note que como os B;’s sdo dois a dois disjuntos, entdo (ANB;)N(ANDB;) =0 se i # j. Agora,

comoAzAﬂQzAﬂ(UBi>,temos

i=1
PUQzP(AﬂUBJ:P<U@MMM>:§:HAHB Z}) P(A|B;),VA € A.
i=1 i=1 i=1
(c) Da defini¢ao de probabilidade condicional e de (b), temos
P(B;NA) P(B;)P(A|B;)
P(B:lA) = J — J J ,
B ==y T S PB)P(AIB)

vj > 1.

Independéncia

Como de praxe, comecemos com um exemplo motivador: seja £ o experimento “jogar um dado
honesto duas vezes e observar os resultados”. Temos, entao Q = {(4,j) : 1 < 4,j < 6} e definimos
A =P(Q). Dai, temos

A

P{w}) = P({(i,5)}) = 36vwegze P(A) = 2 VA€ A

Sejam A = {soma dos resultados ¢ 5} = {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)}, B = {1° resultado é par} =
{(2,1),(4,7),(6,4) : 1 =1,...,6}, C = {pelo menos um dos resultados é maior que 3} = Q\{(z,7): 1 <
i,7 <3} e D = {pelo menos um dos resultados ¢ 2} = {(2,7) : 1 <i <6} U{(j,2):1<7<6,j # 2}
Temos

mm:;:;mngzgmm:;:imm:;.
Ademais, temos ANC = {(1,4), (4, 1)}, AND = {(2,3),(3,2)}, AN B = {(2,3),(4,1)}. Dai,
PMMW:;%2:;<;:PML
PUAID) = 210 = 5 5 = PLa)
P(AlB) = g§3:é:;_PM)

Note que o conhecimento da ocorréncia de C' diminui a chance de A ocorrer e o conhecimento da
ocorréncia de D aumenta a chance de A ocorrer. Por outro lado, o conhecimento da existéncia de B
nao altera a chance de ocorréncia de A. Nesse caso, dizemos que A e B sao independentes, conforme
a definicao abaixo.

Definicdo 1.12 (Independéncia). Dois eventos A e B num espago de probabilidade (92,4, P) sao
independentes se P(AN B) = P(A)P(B).

Alguns comentérios sao necessarios: primeiro, note que se P(A) = 0, entdao A é independente de
qualquer outro evento B. Além disso, se P(A), P(B) > 0, entao A e B sao independentes se, e s6 se,
P(A|B) = P(A) (ou P(BJ|A) = P(B)).

Demonstracdo. Se A e B sdo independentes, entdo P(AN B) = P(A)P(B) = P(A)P(A|B) =
P(B)P(BJ|A) e, portanto, P(B) = P(B|A) e P(A) = P(A|B). Reciprocamente, se P(A) =
P(A|B)(P(B) = P(B|A)), entao P(AN B) = P(A)P(B). O
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Observacao. Se A e B sao independentes, entao
(i) A e BY sdo independentes
(ii) AY e B sao independentes
(iii) A® e B® sdo independentes
Demonstracdo. Se P(A) = 0ou P(B) =0, (i), (ii) e (iii) sdo imediatas. Suponha P(A), P(B) >
0.
(i) Note que como AN BY e AN B sao disjuntos, entdao P(A N BY) = P(A) — P(ANB) =
P(A) = P(A)P(B) = P(A)P(B").
(i) Analogamente a acima, P(BNAY) = P(B)—P(BNA) = P(B)—P(B)P(A) = P(B)P(A°).
(iii) Note que P(A°NBY) = 1—P(AUB) = 1—P(A)—P(B)+P(ANB) = (1-P(A))(1-P(B)) =
P(AC)P(B°).

Nada mais natural do que generalizar a definicao de independéncia da seguinte forma.

Definicdo 1.13 (Independéncia 2 a 2 e Coletiva). Sejam (£2,.4, P) um espago de probabilidade e
Ay, ..., A, € A. Dizemos que

(a) Aj,...,A, sdao 2 a 2 independentes ou independentes aos pares se P(A4; N A;) =
(b) Ai,..., A, sdo independentes ou mutuamente independentes ou coletivamente inde-

pendentes se

Note que a independéncia coletiva é um pouco mais forte que a independéncia aos pares. Ao longo
do texto, a nao ser que seja dito o contrario, quando dissermos que varios eventos sao independentes
estamos nos referindo a independéncia coletiva.

Exemplo (Ensaios ou Provas de Bernoulli). Consideremos um experimento qualquer (por exemplo,
lancar uma moeda) que possua duas propriedades:

(i) hé somente 2 resultados possiveis: sucesso, com probabilidade p, e fracasso, com probabili-
dade 1 —p

(ii) ao repetirmos o experimento, os resultados sdo independentes.
Dado um experimento com as duas propriedades acima, os ensaios ou provas de Bernoulli con-
sistem de n > 1 ensaios, isto é, repeticoes, deste experimento, resultando em um experimento
composto (por exemplo, langar 3 vezes uma moeda). Nessas condigbes, vejamos como resolver os
seguintes itens.

(a) Construir um espago de probabilidade adequado para o experimento composto

(b) Calcular a probabilidade de que ocorram k € {0,...,n} sucessos nas n repetigoes
(c) Calcular a probabilidade de pelo menos um sucesso nas n repetigoes
)

(d) Repetindo o experimento indefinidamente (n — o0), calcular a probabilidade de todas as
provas terem sucesso.

Solucdo.
(a) Para n ensaios temos 2" resultados possiveis ao todo. Logo, definimos
Q={w=(w,wa,...,wy) w; €{0,1},i=1,...,n},
sendo

Y

1, se ocorre sucesso na i-ésima repeticao
W; = L.
0, caso contrario.

A = P(Q) e, como Q é finito, para definirmos P basta definirmos P({&0}),Vo € Q. Seja
@ =(1,1,...,1,0,0,...,0) (sucessos nas k primeiras repetigoes). Para cada i € {1,...,n},

k n—k

14



defina
A; = {ocorrer sucesso na i-ésima repetigao}.
Por hipotese, temos
P(A)=pVi=1,...,n e A, ..., A, sdo independentes.
Logo,
P{x})=P{(1,1,...,1,0,0,...,0)})

k n—=k

=P(AN--NANAL  N---NAY)
= P(A)P(A ) P(Ak)P(AkCH)"'P(Ag)
=p*(1—p)""
Temos entao, denotando por &®) um elemento que corresponde a k sucessos em qualquer
k|

ordem, que P({w}) (1 — p)"~*. Esta definido nosso espaco de probabilidade (Q, A, P).

n
(b) Seja By = {ocorrer exatamente k sucessos nas n repeti¢oes}. Note que |By| = ( k)’ de modo

que

0= X P = B oA = (Ao E =0

WE By
(c) Seja A = {pelo menos 1 sucesso}. Note que

n n
A=|J e A® = {nenhum sucesso nas n repetigoes} = () AY,
i=1 i=1
sendo A; = {sucesso na i-ésima repetigao}. Temos, observando que os A; sao independentes,
que

Py = ((142) = TP = TT1 - P(a) =10~ 0) = (1= 9"

i=1 i=1 i=1 i=1
logo P(A) =1— P(A°) =1—(1—-p)".

(d) Seja C' = {sucesso nas infinitas repetigoes}. Podemos escrever

C:mAl:Alﬂ(AlﬂAg) (AlﬂAgmA:g ﬂ n
=1 n=1
com

C, = ﬂ A; = {sucesso em todas as n primeiras provas}.
i=1
Como C,, D C,;1Vn > 1, entao
oo
C=(1=lmC

Pela continuidade da probabilidade e independéncia dos A;, temos

P(C)=P<lim Cn): lim P(C,) = hmP(ﬂA)_ lim p" _{0,0S <

n—o00 n—o00 n—00 n—o0 Lp — 1

1.3 Exercicios

1. Seja (€2, A, P) um espago de probabilidade, onde A é a o-dlgebra de todos os subconjuntos de {2
e P é uma medida de probabilidade que associa a probabilidade p > 0 a cada conjunto de um
ponto de €.

a) Mostre que €2 deve ter um ntimero finito de pontos [Sugestdo: mostre que €2 ndo pode ter
mais de p~! pontos.]

b) Mostre que se n é o niimero de pontos em €2, entdo p deve ser igual a n=!.
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Solucdo. Seja A; o evento “escolher o ponto w;”.
a) Temos A; N A; = @ para i # j. Logo, segue da o-aditividade que

N N
i=1 i=1
Portanto, || < 1/p < +o0.
b) Temos que

1:P(Q):P<OAZ-> :ZP(Ai) =np < p=1/n.

n
i=1 i=1

]

2. Pode-se construir um modelo para um spinner aleatorio tomando um espaco uniforme de proba-
bilidade sobre a circunferéncia de um circulo de raio 1, de modo que a probabilidade de que o
ponteiro do spinner pare sobre um arco de comprimento s é s/2r. Suponha que o circulo esteja
dividido em 37 zonas numeradas de 1 a 37. Determine a probabilidade de que o ponteiro pare
sobre uma zona de ntimero par.

Solucdao. Cada zona tem comprimento 27/37, uma vez que o espago de probabilidade é
uniforme. Seja Z; o evento “parar sobre a zona de ntimero ¢”. Temos
21 /37
P ( U Z,.) =S P(Z)=13- 7;/ = 13/37,
. : s
i par i par
jAque Z; N Z; = & para i # j. m

3. Considere um ponto escolhido ao acaso sobre um quadrado unitario. Determine a probabilidade
de que o ponto esteja no triangulo limitado por x =0,y =0e x +y = 1.
Solucdo. Sejam Q = [0,1] x [0,1] e A = B?(Q). Defina uma medidade de probabilidade P
sobre (€2, .A) por
P(A) = //A f@,y) dx dy
sendo
1 dz dy, (xz,y) € Q

0,(z,y) ¢ Q
Assim, sendo A o evento “escolger um ponto no triangulo limitado porx =0,y = 0ez4+y =17,

temos 1
P(A):/AMdmdy:/A1dxdy:1/2.
L]

4. Seja P um ponto escolhido ao acaso sobre um circulo unitario. Determine a probabilidade de que
P esteja no setor angular de 0 a 7/4 radianos.

Solucdo. Seja (2, A, P) o espago de probabilidade definido acima, mas com Q = D(0,1).
Seja A o evento “P no setor circular de 0 a 7/4”. Temos

1 /4 1o 1 1 =
PA://idd:/ /—d dg==.-.T—1/8
(4) Affgda:dyxy 0 07TT T 2 4 /
O

5. Uma caixa contém 10 bolas numeradas de 1 a 10. Extrai-se ao acaso uma bola da caixa. Determine
a probabilidade de que o niimero da bola seja 3, 4 ou 5.

Solugcdo. Sejam 2 = {1,2,...,10}, P(Q2) = A e P a medida de probabilidade sobre (£2,.4)
definida por P(A) = |A|/|9|, VA € A. Defina A como o evento “o nimero da bola é 3, 4 ou
5”. Temos

P(A) = |A|/|92| = 3/10. -

6. Suponha que se lance um par de dados e que os 36 resultados possiveis sao igualmente provaveis.
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10.

11.

12.

Determine a probabilidade de que a soma dos ntimeros observados seja par.

Solucdo. Sejam 2 = {(7,7),1 <i,j <6}, A=P(Q) e P a medida de probabilidade sobre
(2, A) definida por P(A) = |A|/|?|, VA € A. Defina A como sendo o evento “a soma dos
numeros ¢ par”. Temos que |A| = 18, logo P(A) = 18/36 = 1/2. O

Suponha que A e B sejam eventos tais que P(A) = 2/5, P(B) =2/5e¢ P(AUB) = 1/2. Determine
P(ANB).

Solucdo. Como P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB), temos que P(ANB) = 2/5+2/5—1/2 =

3/10. O
Se P(A)=1/3, P(AUB) =1/2e P(AN B) = 1/4, determine P(B).
| Solucdo. Como no item anterior, temos P(B) =1/2 —1/3+1/4 =5/12. O

Suponha que se escolha ao acaso um ponto sobre um quadrado unitario. Seja A o evento de que
o ponto esta no tridngulo limitado por y =0, x =1 e z = y, e B 0 evento de que o ponto esta no

retdngulo com vértices em (0,0), (1,0), (1,1/2) e (0,1/2). Determine P(AU B) e P(AN B).

Solucdo. Sejam Q = [0,1] x [0,1], A = B*(Q2) e P a medida de probabilidade definida nos
exercicios 3 e 4. Sendo A e B os eventos do enunciado, temos

1
P(ANB) = R = =1
(4N B) //AﬂBfo dxdydxdy //AmB dudy =1/8,
e também P(A) =1/2 = P(B). Logo, P(AUB)=1—-1/8=17/8. O

Suponha que temos quatro cofres, cada um com 2 gavetas. Os cofres 1 e 2, tém uma moeda de
ouro em uma gaveta e uma de prata na outra. O cofre 3, tem duas moedas de ouro e, o cofre 4
tem duas de prata. Escolhe-se um cofre ao acaso, abre-se uma gaveta e encontra-se uma moeda
de ouro. Determine a probabilidade de que a outra gaveta contenha:

a) Uma moeda de prata;
b) Uma moeda de ouro.

Solucao.

(a) Sejam Au; e Ag; os eventos “tirar uma moeda de ouro do cofre i” e “tirar uma moeda
de prata do cofre i”, respectivamente. Queremos calcular P(Ag|Au), sendo Ag e Au os
eventos “tirar moeda de prata” e “tirar moeda de ouro”, respectivamente. Note que

1 1 1 11
P(AglAu)=—--14--—+--=-=2/3.
(Agldu)= 51450 4200 =2
(b) Analogamente, a probabilidade desejada é 1/3 = (1/3)(1/2) + (1/3)(1/2).

]

Uma caixa contém 10 bolas das quais 6 sdo pretas e 4 sdo brancas. Remove-se trés bolas sem
observar suas cores. Determine a probabilidade de que uma quarta bola removida da caixa seja
branca. Assuma que as 10 bolas sdo igualmente provaveis de serem removidas da caixa.

Solucdo. A probabilidade da quarta bola ser branca é
4-3-2-1 4-3-6-2 4-6-5-3 6-5-4-4
- - -
10-9-8-7 10-9-8-7 10-9-8-7 10-9-8-7

~1/5.
]

Para uma caixa de mesma composi¢ao que a do exercicio 11, determine a probabilidade de que
todas as 3 primeiras bolas removidas sejam pretas, sabendo-se que pelo menos uma delas é preta.

Solucdo. Sejam PPP e P+ os eventos “trés pretas” e “pelo menos uma preta”; respectiva-
mente. Seja ainda BBB o evento “trés brancas”. Temos

_ P(PPPNP+)  P(PPP)
P(PPPIP+) = P(P+)  1-P(BBB)’
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13.

14.

15.

16.

Note que
6-5-4
P(PPP) = —1
o ( ) 10-9-8 /6
4-3-2
Logo, P(PPP|P+) = 5/29. 0

Suponha que uma fabrica tem duas maquinas A e B, responsaveis, respectivamente, por 60% e
40% da produgao total. A méquina A produz 3% de itens defeituosos, enquanto a maquina B
produz 5% de itens defeituosos. Determine a probabilidade de que um dado item defeituoso foi
produzido pela maquina B.

” W

Solucdo. Sejam D, A e B os eventos “dar defeito”, “ser produzido por A” e “ser produzido
por B’ respectivamente. A probabilidade pedida é

P(D|B)P(B) B 0,05-0,4
(D|B)P(B) + P(D|A)P(A)  0,05-0,440,03-0,6

P(BID) = — 10/19.

]

Um estudante se submete a um exame de multipla escolha no qual cada questao tem 5 respostas
possiveis das quais exatamente uma ¢ correta. O estudante seleciona a resposta correta se ele sabe
a resposta. Caso contrario, ele seleciona ao acaso uma resposta entre as 5 possiveis. Suponha que
o estudante saiba a resposta de 70% das questoes.

a) Qual a probabilidade de que o estudante escolha a resposta correta para uma dada questao?

b) Se o estudante escolhe a resposta correta para uma dada questdao, qual a probabilidade de
que ele sabia a resposta?

Solucdo. Sejam A e C os eventos “acertar a questao” e “chutar a resposta”, respectivamente.
Assim, temos

a) P(A) = P(A|C)P(C) + P(A|C)P(C°) = (1/5)(3/10) + 7/10 = 19/25.
b) P(C°|A) = P(A|C°)P(C°)/P(A) = (7/10)(25/19) = 35/38.
m
Suponha que se escolha ao acaso um ponto sobre um quadrado unitario. Sabendo-se que o ponto
estd no retangulo limitado por y =0,y =1 ez =0 e 2z = 1/2, qual é a probabilidade de que o
ponto esteja no tridngulo limitado por y =0, x = 1/2 ez +y =17

Solucdo. Seja (2, A, P) o espago de probabilidade definido no exercicio 9. Temos que a
probabilidade p procurada ¢ igual a 0, haja vista que o tridngulo e o retangulo do enunciado
nao tém pontos em comum. ]

Suponha que uma caixa contenha r bolas vermelhas e b bolas pretas. Extrai-se ao acaso uma
bola da caixa e a seguir extrai-se, também ao acaso, uma segunda bola dentre as que ficaram na
caixa. Determine a probabilidade de que:

a) Ambas as bolas sejam vermelhas;

b) A primeira bola seja vermelha e a segunda preta;
¢) A primeira bola seja preta e a segunda vermelha;
d) Ambas as bolas sejam pretas.

Solucao.
2) r(r—1) '
(r+b)(r+b-—1)
rb
b) (r+b)(r+b-1)
rb
A Py T
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b(b—1)

R C T

[]

17. Uma caixa contém 10 bolas vermelhas e 5 pretas. Extrai-se uma bola da caixa. Se ela é vermelha,
ela é recolocada na caixa. Se é preta, além de recoloca-la na caixa, adiciona-se duas bolas pretas
a caixa. Determine a probabilidade de que uma segunda bola extraida da caixa seja
a) vermelha;
b) preta.

Solucao. Sejam V; e P; os eventos “vermelha na i-ésima retirada” e “preta na i-ésima
retirada”. Temos

a) P(Vy) = P(Va|V1)P(Vh) + P(Va|P)P(P) = (10/15)(10/15) 4 (10/17)(5/15) = 98 /153.

b) P(F,) = P(BV))P(Vi) + P(Bo|P)P(Py) = (5/15)(10/15) + (7/17)(5/15) = 55/153.

m
18. Extrai-se duas bolas, com reposicao da primeira, de uma caixa contendo 3 bolas brancas e 2 bolas
pretas.

a) Construa um espago amostral com pontos igualmente provaveis para este experimento
b) Determine a probabilidade de que as bolas extraidas sejam da mesma cor.
¢) Determine a probabilidade de que, pelo menos, uma das bolas extraidas seja branca

Solucao.
a) Q=1{(ij),4,j=B,P}
b) Sejam A e B os eventos “bolas da mesma cor” e “pelo menos uma bola branca”, respec-
tivamente. Temos que

P(A) =
¢) P(B) =1— (2/5)(2/5) = 21/25.

ot W

= 13/25.

o]l W
(S0
(G20 )

_|_

19. Resolva o exercicio 18, caso a primeira bola nao seja reposta na caixa.
| Solucdo. P(A)=(3/5)(2/4) 4+ (2/5)(1/4) =2/5e P(B) =1—(2/5)(1/4) = 9/10. O

20. Uma caixa contém 3 bolas brancas e 2 bolas pretas. Selecionam-se duas bolas sem reposicao.
a) Calcule a probabilidade de que a segunda bola seja preta, dado que a primeira é preta.
b) Calcule a probabilidade de que a segunda bola seja da mesma cor da primeira.
c¢) Calcule a probabilidade de que a primeira bola seja branca, dado que a segunda é branca.

Solucdo. Sejam B; e P; os eventos “branca na i-ésima retirada” e “preta na i-ésima retirada”,
respectivamente.
a) P(Py|P) = P(P,NP)/P(P)=1/4.
b) P(BiNBy)+ P(PLNPy)=(3/5)(1/2)+ (2/5)(1/4) = 2/5.
P(Bs|B1)P(B1) _1)2
(B2|B1)P(B1) + P(Bs| 1) P(11) '

Q) P(BIBY) =

O

21. Suponha que existisse um teste para cancer com probabilidade de que 90% das pessoas com cancer
e 5% das pessoas sem cancer reagem positivamente. Admita que 1% dos pacientes de um hospital
tém cancer. Qual a probabilidade de que um paciente escolhido ao acaso, que reage positivamente
a esse teste, realmente tenha cancer?

Solucdo. Sejam D e P os eventos “ter cancer” e “testar positivo”, respectivamente.
P(P|D)P(D) B 0,9-0,01 —9/13
(P|D)P(D) + P(P|D¢)P(D¢)  0,9-0,0140,05-0,99 '

a) P(D|P) = 5
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Suponha que se lanca trés moedas idénticas e perfeitamente equilibradas. Seja A; o evento de
observar cara na i-ésima moeda. Mostre que os eventos A; , As e A3 sdo mutuamente indepen-
dentes.

Solucdao. Basta notar que
P(A1NAy) =1/4= P(A;)P(As)
P(Ay N Ag) = 1/4 = P(A1)P(4;)
P(Ay N A3) =1/4 = P(A3)P(A3)
P(AiNAyNA;) =1/8= P(A;))P(Ay)P(A;3)
O

Suponha que as seis faces de um dado tém igual probabilidade de ocorréncia e que sucessivos lan-
camentos do dado sao independentes. Construa um espaco de probabilidade para o experimento
composto de trés lancamentos do dado.

Solucao. Defina
Q=1{(i,j,k):1<i,j,k <6}, A=P(Q)
e P: A— Rpor P(A) =|A|/|Q]. -

Suponha que A, B e C sao eventos mutuamente independentes e P(A N B) # 0. Mostre que
P(C|ANnB) = P(C).

Solucdo. Temos
 P(ANBNC)  P(A)P(B)P(C)
POANB) = =pnE = papm O

]

Experiéncia mostra que 20% das pessoas que fazem reservas de mesa num certo restaurante deixam
de comparecer. Se o restaurante tem 50 mesas e aceita 52 reservas, qual a probabilidade de que
seja capaz de acomodar todos os fregueses?

Solucdo. Temos

1 4N\t 4 4Nt 4\ 56
P(acomodar) = 1—P(s6 1 nao vai)—P(todos vao) = 1—5-52-(5> ~F <5> = 1—(5) =

[]

Um certo componente de um motor de foguete falha 5% das vezes quando o motor é acionado.
Para obter maior confiabilidade no funcionamento do motor, usa-se n componentes em paralelo,
de maneira que o motor falha somente se todos os componentes falharem. Suponha que as falhas
dos componentes sejam independentes uma das outras. Qual é o menor valor de n que pode ser
usado para garantir que o motor funcione 99% das vezes?

Solucao. Queremos n tal que
1—(0,05)">0,99 < n(l+log2) >2<n>1,53.
Portanto, n = 2. ]
Existem 4 reis num baralho de 52 cartas. Extrai-se uma carta do baralho, registra-se o seu
valor e a seguir repoe-se a carta extraida. Este procedimento é repetido 4 vezes. Determine a

probabilidade de que existam exatamente 2 reis entre as cartas selecionadas, sabendo-se que entre
elas existe pelo menos um rei.

Solucdo. Sejam RR e R+ os eventos “exatamente dois reis” e “pelo menos um rei”. Temos

P(RR\R+)—P<RRQR+)_ P(RR)  16-48-6/52" 16-48-48-6 1  6-12°
~ P(R+)  1—P(Re) 524 —484/524 44 31— 121~ [3i_ 1ot
0

Mostre que se A, B e C sdo eventos tais que P(ANBNC)#0e P(C|AN B) = P(C|B), entao
P(A|BNC) = P(A|B).
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Solucdo. Temos
_ P(AnBNC) PBNC)
P(C|ANB) = P(ANE) ~  P(B) = P(C|B).

Dai, segue que
P(AnBNC P(ANB)P(BNC)
P(A|B = = = P(A|B).
ABNC) = =550 P(BNC)P(B) (41B)

O

29. Um homem dispara 12 tiros independentes num alvo. Qual a probabilidade de que ele atinja o
alvo pelo menos uma vez, se tem probabilidade 9/10 de atingir o alvo em qualquer tiro?

| Solucdo. A probabilidade desejada é 1 — (1/10)2. O

30. No Exercicio 29 qual a probabilidade de que o alvo seja atingido pelo menos duas vezes, sabendo-se
que o mesmo foi atingido pelo menos uma vez?

Solucdao. Sejam A, B, C' e D os eventos “acertar pelo menos uma vez”, “acertar pelo menos
2 vezes”, “acertar apenas uma vez” e “nao acertar nada”, respectivamente. Temos
P(BNA) P(B)
P(B|A) = = )
=P T P
Ademais,
9 1 109
e, portanto,
_ a0
P(B|A) = T i.
1012
O]

2 Nocoes de Analise Combinatoria

Dado um conjunto finito S, apresentaremos algumas maneiras de contar seus elementos, isto é,
obter |S|. Desejamos fazer isto para calcular as probabilidades de eventos em espagos de probabilidade
uniformes com espaco amostral finito ja que, como vimos anteriormente, a probabilidade de um evento
A neste espaco nada mais é que |A|/|€].

2.1 Amostras ordenadas

Sejam S = {s1,...,8,} e T = {t1,...,t,}. Temos |[S| = m e |T| = n, de modo que 2 =S5 x T =
{(s,t) : s € S,t € T} é tal que |Q2] = mn. De maneira geral, se Si,...,S, sdo tais que |S;| = m;,1 <
i <n,entdo Q2 =57 X Sg X -+ X S, ={(s1,...,8,) : 8 €5;,1 <1< n}étal que |Q =my---m,.

Note que se m = my = --- = m,, entdo |Q] =m".

Amostragem com reposicao
Considere uma caixa com m bolas numeradas de 1 a m em que retiramos uma bola, registramos seu
numero e a repomos na caixa. Repetimos esse procedimento n vezes. Temos, entao
Q={(z1,...,2,): 1 <x; <n,1 <i<n},
sendo x; o nimero da i-ésima bola retirada, de modo que

|Q2] =m™ (total de amostras de tamanho n com reposigao).

Exemplo. Seja £ o experimento que consiste em lancar n vezes uma moeda honesta e observar o
resultado. Qual a probabilidade de se obter pelo menos uma cara entre n lancamentos? Ora, note
que &£ > extrair uma amostra de tamanho n, com reposi¢do, de uma populagdo com 2 elementos,
S = {c,¢}. Temos

Q={(z1,...,2,) ;i =c,¢,i=1,...,n}.
Dai, |2] = 2" e tomamos A = P(Q) e PHw}) = 1/2"Vw € Q, de modo que
P(A) = JA|/2",VA € A Se A {obter pelo menos uma cara} C €, entio AY =
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| {ndo obter nenhuma cara nos n lancamentos} = {(¢,...,¢)}. Logo, P(A) =1— P(A%) =1—1/2".

Amostragem sem reposicdo (arranjos e permutacoes)

Considere S um conjunto com m objetos distintos, S = {s1,..., S, }. Selecionamos um objeto de S
e nao o repomos, repetindo esse processo n < m vezes. Temos, entao,

Q={(s1,...,80):5€85,1<i<n,s #s;Vi#j}
e, portanto,

m)!

Q] =m(m-—-1)---(m—n+1)= = Amn.

(m —n)!
Note que se n = m, entdo A,,,, = Apm = P, (permutagio de m elementos).

Exemplo. Considere que temos 10 bolas numeradas de 1 a 10, S = {1,...,10}, e 3 caixas distintas.
Suponha que queiramos escolher ao acaso 3 bolas, sem reposi¢ao, e colocar cada uma em uma das
caixas. Temos

Q={(z1,22,23) 12, € S,i=1,2,3,1; # xj,i # j}.
Note que, aqui, estamos considerando (5,2,4) # (4,2,5) por exemplo, pois as caixas sao distintas.
Tomamos A = P(Q2) e P{w}) = 1/|Q],Yw € Q, com |Q| = Ajp3 = 10!/7! = 720. Se tivéssemos n
bolas e n caixas, entao
Q={(z1,...,2p) 2, €85,i=1,...,n,0; #xj,i # j},

sendo S = {1,...,n}. Dai, temos || = n! e tomamos A = P(2) e P({w}) = 1/n!,Vw € Q. Seja
A;; = {bola i na caixa j}, com i, j € S fixos. Note que |4;;| = (n—1)!. Logo, P(4;;) = (n—1)!/n! =
1/n e, de modo geral, se A, = {k bolas especificas em k caixas especificas}, entao |Ax| = (n — k)! e

2.2 Amostras desordenadas e sem reposicdo (combinacdes)

Considere S com m objetos numerados distintos, S = {1,...,m}. Escolhemos, ao acaso, 1 < m
elementos de S, sem reposicao e sem considerar a ordem de escolha. Temos

Q={(x1,...,2,) ;€ 8S,i=1,...,r,x; <z;,i < j}
Dai, || = m!/(rl(m —r)!) = Cp.... De fato, se || - P, = A, donde segue que  tem a forma acima.

Denotamos também C, . = (']

| Exemplo. Sejam S = {1,2,3,4}, r = 3. O nimero de amostras é A,3/3! =4 = Cy3.

Exemplo. Suponha que ha 75 professores no departamento de Matematica, sendo 25 titulares, 15
adjuntos e 35 assistentes. Queremos formar uma comissao de 6 membros, selecionados ao acaso.
Seja A = {todos sdo assistentes}. Temos

Q={(z1,...,m6) x; € {1,...,75}i=1,...,6 ex; < xj,i < j}.

Dai, || = (765) e, ademais, A = (365), de modo que P(A) = (365)/(765> ~ 1%.

2.3 Permutacdes com elementos repetidos

(a). Considere um conjunto de n objetos distintos, agrupados em r espécies distintas: n; da espécie
1, ny da espécie 2,..., n, da espécie r, com ny + --- +n, = n. A quantidade de permutagoes dos n

objetos é
Pnl,...7n7. - n n—mny o n — (nl —+ N9 + .+ nT‘fl)
n n N9 n,
——

lugares 12 espécie

B n! ‘ (n—nq)! o (n=(t-+n))!
nil(n —ny)! nol(n — (ny+n9))! nl(n—(ng+---+n,))!
n!
Conglne! - eem!
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n
ni,No, ...
Pll =P, =nle ser =2, entdo

] n! _ (n
( n ) _ nil(ln—m1)! = \m
o Il n! _(n\ "
1, N9 nino: P popen v Tn—na)! = (n2)

2! !

Denotamos também P! = ( ) Note que se n;, = 1,7 = 1,...,r, entao P " =
n
9 T

(b). Considere um conjunto com n item distintos que deve ser dividido em r grupos distintos de
. . ~ 7’ . 7 n
tamanhos ny,...,n,, com n; +---+n, =r. O total de divisoes possiveis é P/''" """ = )
ni, N2, y Ty
Note que tanto a expansao binomial quanto a multinomial usam desse raciocinio.

2.4 Particoes — problema da urna

Urna simples

Em uma urna, temos n bolas: ny do tipo A e ng do tipo B. Retira-se m < n bolas ao acaso.
Queremos calcular a probabilidade de Ay = {a amostra tem exatamente k bolas do tipo A}. Note que
0 < k < min{n4, m} se ndo houver reposicao e 0 < k < m se houver reposigao. Supondo resultados
equiprovaveis, temos P(Ay) = |Ax|/|©2|. Note que se z; sdo as bolas do tipo A e y; sdo as bolas do tipo
B, entao

Q={z1,. . T, Y1y Yng }-

Ademais, 2 estd em bijegdo com {1,...,na,na+1,...,n4+ng}, de modo que podemos pensar também

Q={1,...,n}.

Amostragem sem reposi¢ao. Ao considerar A;, queremos apenas a quantidade de bolas de cada
tipo escolhidas, sem importar a ordem. Isso sugere que P(Ay) fica inalterada se considerarmos ou nao
a ordem, e veremos que esse, de fato, é o caso.

(al) Considerando amostras nao ordenadas, temos

Q={w=(w,...,w) tw; €S,i=1,... . muw; <wj,i<j},

A=P(Q) e P(A) = |A|/|Q,VA € A. Note que | = (n) e, para todo 0 < k < min{n4, m},
m

temos |Ay| = (nkA> ( e k) Dai, temos
m —

nA np naA n—na
P(Ap) = ( k %%Lk) = <k )<(n7;k> ,0 <k <min{na,m},
chamada de probabilidade hipergeométrica.
(a2) Considerando amostras ordenadas, temos
Q={w=(w1,...,wm) 1w, € S,i=1,...,mew; #wj,i# j}.

A o-élgebra e a medida de probabilidade sdo as mesmas do caso acima. Agora, temos || = A, .,

m 7z
Eom — k) AnA,kAnb,m—k' Da17

P(Ax) = (@ ("Zﬁ!’“)’ . (nsﬁlr?@!Jrk)! _ (nkA) (ﬂ?fk)

=] (»)

Amostragem com reposigao. Neste caso, temos
Q={w=(w1,...,wn) 1w €S,i=1,...,m},

e, para todo 0 < k < min{ns, m}, |Ax| = (
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comm < neAe P como acima. Note que |Q2] = n" e, paratodo k € {0,...,m}, |Ax| = (k " k)nﬁng_k
y M —
m\ nkng " - . . .
e P(Ag) = B k=0,...,m, chamada de probabilidade binomial. Note também que se
nm

considerarmos a retirada de uma bola do tipo A como “sucesso”, entdo P(sucesso) = nu/n :=p e
P(fracasso) = 1 — nys/n = 1 — p. Devido a reposigao, os resultados das retiradas sdo mutuamente

independentes, de modo que P(Ay) = P(exatamente k sucessos) = <m>pk(1 —p)"Fk=0,...,m.

k
Urna geral
Agora, consideremos que em uma urna ha n bolas, sendo n; do tipo ¢, com ¢ = 1,...,r. Note
que n; + --- + n, = n. Retiramos m < n bolas ao acaso, e estamos interessados em calcular a
probabilidade de A = Ay, .k, = {conter k; bolas do tipo i,i =1,...,r}, com ky + --- + k, = m. Note
que 0 < k; <min{n;,m},i =1,...,r se ndo houver reposicao e 0 < k; < m,7=1,...,r caso contrario.
Sem perda de generalidade, podemos descrever o conjunto de bolas como S = {1,...,n}.

Amostragem sem reposicao. Como no caso da urna simples, a ordem nao importa e temos

Q={w=(w1,..., W) rw; €8i=1,... . muw; <w,;,i<j},

e ()= (E) )
(-G

Amostragem com reposi¢do. Analogamente ao caso da urna simples, temos || = n™, |A| =

e
k

ki .
m nyt---nk ,
= —— 0<E < =1,...
P(A) (k’l,...,k,) e O<k<myi=1,...,r

chamada probabilidade multinomial. Observe que, em cada retirada, P(retirar bola do tipo i) =
n;/n := p;. A reposi¢do implica independéncia entre os resultados de cada retirada, logo
m

e kl--- kr
P4) = (kzl,...,k:)pl Pr-

Exemplo. Em um lote de 100 pecas, 20 sao defeituosas e 80 estdo em perfeitas condigoes.
Escolhe-se, ao acaso e sem reposicao, 10 pecas. Estamos interessados em calcular a probabi-
lidade de que exatamente metade das pegas escolhidas seja defeituosa. Note que aqui temos
um problema de urna simples, com n; = 20, no, = 80, m = 10 e £k = 5. Dai, sendo
Ay, = {a amostra contém 5 pecas defeituosas e 5 pegas perfeitas}, temos que

N

3 Variaveis aleatorias

Comecemos considerando o seguinte exemplo motivador: temos o experimento “langar uma moeda 3
vezes”. A cada langamento, podemos obter ¢ (cara) com probabilidade p ou ¢ (coroa) com probabilidade
1 —p. Suponha que ganhamos R$1,00 para cada cara obtida e perdemos o mesmo valor para cada coroa
obtida. Assim, ao final do experimento, poderemos ter —3,—1,1 ou 3 reais (onde —z reais indica
prejuizo de z reais). Estamos interessados em calcular a probabilidade de cada um desses resultados.
Nosso espago de probabilidade é (€, .4, P) com

Q= {(07 & C)a (Cv C, 5)7 (07 G, C)a (67 C, C)? (Ca G, 6)7 (67 C, 5), (67 c, C)7 (57 c, 6)}7
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A =P(£2) e nossa medida de probabilidade é dada por
P({(c,c;e)}) = p*, P({(c,c;0)}) = P({(c,¢0)}) = P({(¢,c;c)}) = p*(1 = p),
P({(c,¢,0)}) = P({(¢,c;0)}) = P({(¢,¢.c)}) = p(1 = p)*, P{(€.2,0)}) = (1 = p)*.
Definamos X : 2 — R tal que X (w) = quantia obtida pelo resultado w,Vw € Q. Assim, temos
X((e,¢,0)) =3,X((¢,¢,¢)) = X((¢,¢,¢)) = X((¢,¢,0)) =1,
X((¢,¢,¢)) = X((¢,¢,¢)) = X((¢,¢,¢)) = —1,X((¢,¢,¢)) = =3,
ou seja, Im(X) = {-3,—1,1,3}. Observe que
{X=3}={weQ: X(w)=3}={(¢,e,0)} Q- {X=3eAd
{X=1}={weQ: X(w) =1} ={(¢,¢,0), (¢,¢,¢),(¢,c,e) } Q- {X =1} e A
{X=-1} ={we: X(w)=—-1} ={(¢,¢,¢),(¢,c,¢),(¢,¢,c)y cQ {X=—-1} € A
{X=-3}={we: X(w)=-3}={(EecocQ . {X=-3}cA
{X=z}={weQ: X(w)=z}=0€ AVz € R\ Im(X).
Ademais, {X = -3} U{X = -1} U{X =1} U{X =3} = Q € A e note que
{X<1} ={weQ: X(w) <1}={X=-3}u{X=-1}U{X =1} 4
{X<0,5} i ={weN: X(w)<0,5} ={X=-3}U{X=-1} e A
De maneira geral, como Im(X) C Z, entao temos
{(X<z}={weQ: X(w)<z}= (J {X=u}¢€A x valor possivel para z,
iy <[z]
ou seja, {X <z} é um evento para todo x real. Assim, podemos calcular
P(X =3)=p", P(X =1) = 3p°(1 - p), P(X = —1) = 3p(1 — p)*,
PX=-3)=(1-pPeP(X=1)=0,VrcR\Im(X).

Definicdo 3.1 (Variavel aleatéria). Uma variavel aleatéria X em um espago de probabilidade (€2, .4, P)
¢ uma funcio X : @ - Rtalque {X <z} ={w e Q: X(w) <z} € A Vz e R.

Observacées. (a) Note que
(X <z} =X"1((~00,7]) ={w € N: X(w) € (—o0,]},Vz € R.
(b) De modo geral, X : Q — R é uma variavel aleatéria (v.a.) em (92, .4, P) se
X' B)={weQ: X(w)X(w) € B} € A,VB € B(R).
(c) Dado um espago de probabilidade (2,4, P), se

« ) é enumeravel (caso discreto), entao A = P(Q) e toda funcao X2 — R é uma v.a. (ndo
serda demonstrado).

e O C R",n > 1 é ndo enumeravel, entao A = B"(R). Nesse caso, nem toda fungao
X : Q2 — R é uma v.a., mas as excegoes sao raras.

Todas as fungdes que definirmos no contexto de v.a’s serdao de fato v.a's, e portanto nao serd
necessario verificar pela definicao.
Exemplos. 1. No experimento da motivagao, X é v.a.; de fato, vimos que {X <z} € A,Vx € R.

2. Suponha que um ponto é escolhido ao acaso no circulo unitario centrado na origem. Seja Y a
distancia desse ponto a origem. Temos

Q={(z,y) eR?: 2” +¢* < 1}, A = B*(Q)
1

e, VA e A P(A) = //A —dxdy. Dai, como Y :  — R é dada por Y(w) = Y((z,y)) =
m

Va2 + y?, temos que dado z € R,

0,z <0,
{Ygz}:{(:c,y)EQ:\/mgz}: {(x,y) : Ve +y? <z2},0<z<1, ,
N,z>1
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| ou seja, {Y <z} € A Vz € R, de modo que Y é v.a. em (2, A, P).

Definicao 3.2. Seja X v.a. em (2, A, P).
(i) X é discreta se Im(X) C R é finita ou enumerével;
(ii) X é continua se P(X =z) =0,Vz € R.

Note que se X é v.a. discreta com imagem enumerével, digamos Im(X) = {x1,x2, ... }, entdo
(a) P(X =x;) >0,i=1,2,...
(b) P(X =) =0,z #x;,i =1,2,...

(© Q{X — 1) =0
(d) iP(X =uz;) =1

Exemplo. No Exemplo 1 anterior, X ¢é v.a. discreta e, no Exemplo 2, Y é v.a. continua pois
PY =2)={(z,y) eQ: 2> +y*=2°} =0,Vz € R.

Concentraremos o nosso estudo primeiro nas v.a’s discretas e, mais a frente, nas continuas.

3.1 Variaveis aleatoérias discretas

No estudo das v.a’s, tanto discretas quanto continuas, utilizamos de fungoes que determinam o
“comportamento” da referida v.a.; no caso de v.a’s discretas, temos a funcao de probabilidade
(f.p.) e a fungao de distribuicao (f.d.). Comegamos pela fungao de probabilidade.

Definicdo 3.3. Seja X v.a. discreta em (2,4, P). A funcio de probabilidade de X é a fungao
px : R — [0, 1] dada por

px(x) = P(X =x),Vz € R.

A funcao de probabilidade associa, a cada nimero real, a probabilidade de X assumir tal valor.

Observacao. Se = € R é tal que px(x) > 0, dizemos que x é um valor possivel de X. Além disso,
note que se X é discreta entdo existe {x1,xs,...} C R finito ou enumeravel tal que px(x;) > 0,i =

1,2,... e px(x) = 0,z ¢ {x1,29,...}. Como os eventos {X = xz;},i = 1,2,... sdo disjuntos e

U{X =z} = Q (ou seja, esses eventos formam uma partiao de (2), segue que > py(z;) = 1.
i=1 i=1

Exemplo. No exemplo motivador, temos P(cara) = p = 1/2. A fungao de probabilidade de X é dada
por px(—3) = P(X = —3) =1/8, px(—1) = px(1) =3/8, px(3) =1/8 ¢ px(x) = 0,Vz € R\ {0, 1}.
Exemplo. Dados (€2, A, P) espaco de probabilidade e ¢ € R constante, defina X : Q — R tal que
X(w) =¢,Yw € Q. Dai, dado = € R,

0,2 <c
X<a}y=<" €A,
X {Q, xr>c
ou seja, X é v.a. Como P(X =¢)=P(Q)=1e P(X =2x) =0,x # ¢, temos que X é v.a. discreta
com apenas um valor possivel, c.

Exemplo. Dados (€2, .4, P) espago de probabilidade e A € A, defina X : Q — R tal que

C iy
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Dai, dado x € R temos
0,2 <0
{X <z} =A% 0<z<1 €A,
Qxr>1

logo X é v.a. com dois valores possiveis, 0 e 1, chamada de v.a. indicadora de A, usualmente
denotada por I4 ou 14. Se considerarmos P(A) = p, temos

p,r =1
px()=<91—p,x=0 (fungao de probabilidade Bernoulli de pardmetro p)
0,z € R\ {0,1}

Reciprocamente, se X é uma v.a. discreta definida em (2, A, P) com conjunto de valores possiveis
{0,1}, entdo X é v.a. indicadora. De fato, denotando P(X = 1) = P(A) = p, a fungao de
probabilidade de X é dada por

p,x=1
0,z € R\ {0,1}

Logo, X =14 sendo A = {w € Q: X(w) = 1}.

Proposicao 3.4. Seja X v.a. discreta em (2, A, P). A funcao de probabilidade de X, px, é tal que
(P1) px(z) 2 0,Vz € R;
(P2) {x e R:px(z) # 0} = {21, 29,...} C R é finito ou infinito enumeravel,

(P3) ipx(ﬂci) = 1.

=1

Demonstracao. Os trés itens seguem da definicdo de v.a. discreta e das propriedades da medida
de probabilidade. O

Definicdo 3.5 (Funcdo de probabilidade). Dizemos que p : R — R é uma funcio de probabilidade
se satisfaz (P1), (P2) e (P3).

Proposicao 3.6. Se p : R — R é uma funcao de probabilidade, entao existe um espaco de probabi-
lidade (2,4, P) e uma v.a. X definida neste espaco tal que p = px.

Demonstracdo. Por hipétese, p é f.p., logo {x € R : px(z) # 0} = {x € R : px(x) > 0} =
{x1,29,...} C R é finito ou enumerédvel. Tomemos Q = {1, z5,...}, A=P(Q) e P: A— R dada
por

P({z;}) =p(x;),i=1,2,...
e, dado A € A,

P(A)= > plx:).

ix; €A
De (P1) e (P3), segue que P é medida de probabilidade em (£2,.4). Definamos X :  — R tal que
Xw)=w= X(x;) =x;,i =1,2,...
Entao X ¢é v.a. discreta com valores possiveis z1, o, ... e f.p.

px(z;) = P(X =2;)=P{w e Q: X(z;) =2;}) = P{xi}) = play), i = 1,2, ...

3.2 Exemplos classicos de v.as discretas

Exemplo (Uniforme discreta). Sejam £ um experimento com n resultados possiveis e equiprovaveis,
Q=A{w,...,wn}, A=P(2) e P: A— R dada por P(A) = |A|/|Q]. Seja X : 2 — R dada por
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X(w;) =m0 =1,2,...,n. X év.a. com valores possiveis {z1,...,x,}, e temos

px(z)=P(X =x) = {é/’f:f €{xy,...,Tn}

Exemplo (Binomial de pardmetros n e p, X ~ B(n,p)). Sejam £ um experimento, (€2, A, P) espago de
probabilidade e A um evento associado a € tal que P(A) = p (sucesso) e, consequentemente, P(AY) =
1 — p (fracasso), com 0 < p < 1. Suponha que sao realizadas n > 1 repeti¢des independentes de £
(provas ou ensaios de Bernoulli), e seja X o niimero de ocorréncias de A (sucessos) nas n repeticoes.

Temos X v.a. com conjunto de valores possiveis {0, 1,...,n}, donde
k(1 — nfkykazo’l’“"
px(k) = P(X = k) = {gk)p (1-p) n
, C.C.

Note que a fungao p := px define uma fungao de probabilidade.

Demonstracao.
(P1) px(x) = (”)px(l —p)" " >0parax €{0,1,...,n} epx(x) =0paraz € R\{0,1,...,n}.

x

(P2) {x e R:px(z) #0} ={0,1,...,n} é finito.

n

(P3) > px(z:) = ;px(kﬁ) =2 (Z)p’“(l -p)" P =p+1-p" =1L

k=0
O]
Sen =1, X é v.a. de Bernoulli de parametro p:
p k=1
px(k)=¢1—p,k=0
0, c.c.

Exemplo (Geométrica de pardmetro p, X ~ Geom(p)). Sejam £ um experimento, (2,4, P) espago
de probabilidade e A um evento associado a & tal que P(A) = p (sucesso) e P(AY) = 1 —p
(fracasso), com 0 < p < 1. Repetimos £ até que A ocorra pela 1* vez. Temos X v.a. com
conjunto de valores possiveis {1,2,...,}. Note que {X = k} = {A° ocorre nas primeiras k —
1 repetigoes e A ocorre na k-ésima}. Dai,

px(k) = P(X = k) ={

Note que a fun¢ao p := px : R — R define uma func¢ao de probabilidade.

p(1—p)Ftk=1,2...

0, c.c.

Demonstracao.
(P1) px(x)=p(1—p)* 1 >0sexe{l,2,...}epx(z) =0sex e R\ {1,2,... }.
(P2) {z e R:px(x)#0} ={1,2,...} é enumeravel.
> 1
(P3) ZPX(%‘) = Zp(l _p)k_l = p;fl =1
i k=1

[]

Podemos também representar a f.p. da v.a. geométrica de pardmetros n e p por (vide Exercicio 2b,
Lista 3)
p(l—p)* k=0,1,...
(k) = { (1-p)
0, c.c.

Exemplo (Binomial negativa de pardmetros r e p, X ~ BN(r,p)). Estamos na mesma situagao da
v.a. geométrica, mas agora X é o numero de repeticdes necessarias para que A ocorra exatamente
r vezes. X é uma v.a. com conjunto de valores possiveis {r,r + 1,...}. Note que {X = k} =
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{A ocorre na k-ésima repetigdo e em exatamente r — 1 vezes nas k — 1 repetigoes anteriores}. Dai,
(kil)p”(l —p)F T k=rr+1,...

px(k)=P(X =k) = { 1
0, c.c.
Note que se r = 1, X ~  Geo(p). Ademais, se definirmos _O =1 e
— 1)--- -1 -1 —
" :(—1)m-(r+ ). (rdm ),mZI,temos K = (=1)F " k=rr+1,...
m m! r—1 k—r

Dai, podemos reescrever py como
px (k) = {(k_rr>(_1)krp7"<1 — p)kfr’ E=rr+1,...

0, c.c.
Note também que p := px : R — R dada acima (usaremos a primeira forma por simplicidade) é
funcao de probabilidade.

Demonstracao.
kE—1

(P1) px(x) = ( 1>pr(1 —p) " >0sex e {rr+l,...}epx(x) =0sex € R\{r,r+1,...}.
7”_

(P2) {z e R:px(x) #0} ={r,r+1,...} é enumerdvel.
(P3) Temos

(1—1t)" Z( > |t < 1.
%/_/

Logo,

Por fim, a f.p. da v.a. binomial negativa de pardmetros r e p pode ser reescrita como (vide Exercicio

2¢, Lista 3)
T+k—1 ' k;
)P (1 —=p)tk=0,1,...
px(k) = {< ! ) ( )
0, c.c.

Exemplo (Hipergeométrica de pardmetros N, r e n, X ~ Hgeo(N,r,n)). Considere um conjunto com
N objetos, r do tipo 1 e N — r do tipo 2. Uma amostra de tamanho n < r ¢é selecionada, sem
reposi¢ao. Seja X o numero de objetos do tipo 1 na amostra. Temos X v.a. com conjunto de valores
possiveis {0, 1,...,n}. Note que {X = k} = {a amostra tem exatamente k objetos do tipo 1}. Dali,

WG 4
TR e AL
0, c.c.

Note que p :=px : R — R é, de fato, uma funcao de probabilidade.

29



Demonstracao.
(P1) px(x) = (;)(g:;)/(g) >0sexe€{0,1,....,n} epx(z) =0sex € R\{0,1,...,n}.
(P2) {z € R:px(x)#0} ={0,1,...,n} é finito.

n r\(N-—r
(P3) > px(z) = W = <N>/<N> = 1, onde em * usamos a identidade de Van-
i k=0 (n) n n

(azb> B zn: (Z) <nﬁk>>”§min{a,b} ea,beN.

k=0

dermonde:

]

Exemplo (Poisson com pardmetro A > 0, X ~ Poisson())). Considere n ensaios de Bernoulli com
probabilidade de sucesso p, = A\/n, A € Ry, fixo. Para cada n > 1, seja X,, o nimero de sucessos
nas n provas. Dai, para cada n, temos X,, ~ B(n,p,), ou seja,

P(X,=k) = {@pﬁ(l —pa)" " k=0,1,...,n

0, c.c.
Note que para cada k € {0,1,...,n}, temos

P(X,=k) = n(n — 1)..].{!(n—k+1) <)\>’“ (1_ )\)n—k

N an=1)(n—k+1) (1_A>"“<1_A>”H_m>e_w

ez nk
de modo que

e N ELE=0,1,...
px(k) ={ /
0, c.c.

Temos que p := px : R — R define uma funcao de probabilidade.

Demonstracao.
(P1) p(z) =e N /k! >0sex€{0,1,...} ep(x) =0sez € R\ {0,1,...}.
(P2) {z e R:p(x) #0} ={0,1,...} é enumerdvel.
00 )\k
_>\7

(P3) Zp(xz) = z_: ey = e et = 1.

]

Exemplo (Zipf ou zeta). Colocamos este tltimo exemplo de curiosidade. Uma v.a. X tem distribui-
¢ao zeta (ou Zipf) se sua f.p. é dada por

L k=1,2,...
px(k) = {ka+ 7 o ;a0 € Ry,
0, c.c.

o] 1 a+1 -1
SO
=0
O nome de distribuicao zeta vem do fato de que a funcao

C(S):ZE,S>1

n=1
recebe o nome de funcao zeta de Riemann. Essa distribuicdo foi usada por um economista
italiano, V. Pareto, para descrever a distribuicao dos rendimentos das familias de um dado pafs,
mas foi G. K. Zipf(!) que aplicou a distribui¢cdo zeta em vérios problemas de diferentes areas,
popularizando-a.

onde

Tratada a f.p., passemos a fungao de distribuicdo. Agora, estamos interessados em calcular P(X €
A)=PlweN: X(w) € A),YVA C R. Consideraremos X uma v.a. discreta definida em (2, A, P) com
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f.p. px e conjunto de valores possiveis {x1, zs, ...} (finito ou enumeravel). Note que dado B(R) 3 A C
R, {X € A} é um evento (pois X é v.a.), de modo que faz sentido calcular P(X € A). Temos que

P(XGA)zP( U {wéQ:X(w)zxﬁ) =) P{weQ: X(w)=ua})

ir; EA i, EA

- Y P(x-

1r; €A
= Z pX(%’),
i, €A
ou seja,

P(X € A) = prxl

T, EA
Portanto, vemos que a f.p. determina completamente a probabilidade P(X € A),VA € B(R).

Definicdao 3.7 (Func3o de distribuicdo). Se X é uma v.a. definida em (2,4, P), entdo Fx : R — R
dada por
Fx(z)=P(X <z)=P(X € (—00,2]) = Plwe Q: X(w) <z),VxeR

é chamada funcao de distribuicao de X.

O exposto acima sugere que a f.p. determina por completo a f.d. de um v.a. X qualquer. De fato,
esse ¢ o caso, e ha, na verdade, uma relacao biunivoca entre ambas, como mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 3.8. Seja X v.a. discreta definida em (Q2,.A, P) com conjunto de valores possiveis
{z1,29,...}.
(a) Se X tem f.p. px, entdo Fx é dada por
Fx(z)=P(X <z)= Y px(z;),Vz eR

iix; <x
(b) Suponha z; < xe < ---. Se X tem f.d. Fy, entao sua f.p. px é dada por
pX(sz) = P(X = l‘z) = FX(171> — Fx(l'i_l),l = 1,2, ce

Demonstracao.
(a) Dado z € R, temos

Fx(z)=P(X <z)=P(X €[~ = > PX=uz)= Y px().

B <x ix; <z

(b) Note que {X < z;} = {X = a;} U{X < x;}, donde
px(z;) =P(X =2;)=P(X <x;) — P(X <)
= Fx(l'l) — FX(l'i,l),Z' = 1,2, c.

em que a penultima igualdade se deve ao fato de que z1 < x9 < ---

]

Como mencionamos, essa proposicao nos diz que hd uma correspondéncia Fx <> px. Por causa
disso, chamamos de distribuicao de probabilidade de X tanto F'x quanto px. Também segue da
proposigao que se X é v.a. discreta com conjunto de valores possiveis {x1, z, ... } (como na proposicao,

podemos supor 77 < z5 < -+ sem perda de generalidade), entao a f.d. Fx é do tipo escada, com saltos
em xi,To,...; o tamanho do salto em z; é Fx(z;) — Fx(z;—1) = P(X = x;). A soma dos saltos é 1, isto
é, ZF)((.CL'Z) — FX(.jS,l) =1.

= P(X=x;)

Exemplo. Considere dois lancamentos independentes de uma moeda honesta. Seja X o niimero de
caras obtidas nos dois lancamentos. Temos 0,1 e 2 como valores possiveis de X. A f.p. de X, px, é
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—_

dada por
1 1 1
px(0)=§'§=1, px(l)zz—i-

A f.d. de X, Fy, é dada por

1
5521 e pX(JJ)ZO,IER\{O,l,Q}.

Fx(z)=P(X <z)=P(0)=0,2<0
Fx(x)=P(X<2)=P(X=0)=1/40<z<1
Fx(z)=P(X<z)=P(X=0)+P(X=1)=3/4,1<zx<2
Fx(x)=P(X<2)=P(X=0)4+PX=1)+PX-2)=1,2>2,
ou seja,
0,z <0
Fy(z) = 1/4,0<z <1
3/4,1 <z <2
l,z > 2

15

0.5

-0.5

Figura 1: Gréfico da f.d. anterior.

Exemplo. Sejam (2, A, P) espaco de probabilidade, ¢ € R constante e X v.a. em (Q, A, P) tal que
X(w) =¢,Vw € Q (v.a. constante). Temos, entao,

l,x=c
l‘:
Px(2) {O,c.c.
0,x<c
Fx(zx)=<{"
X() {1,1’20
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Figura 2: Gréfico da f.d. anterior.
Exemplo. Seja (€2, A, P) espago de probabilidade e X ~ Geom(p),0 < p < 1. Temos
p(l—p)ktk=12...
px (k) = { (1-2)

0, c.c.
Ademais,
f,r<1
{(X<a}=9 1w ;v _
Uk:l{X - k},l’ > 1

Logo, como

P(B{sz}> :§P<X:k):p§(l_p)k_1:fp.(l_m(l—(l—p)[ﬂ) —1—(1—p),

segue que

0,z <1
Fx(x)=<"
x(@) {1 —(1=pklz>1
Definicdo 3.9 (Perda de memdria). Uma v.a. X ¢é dita ter a propriedade de perda de memdria se
(i) P(X >0) > 0;
(ii) P(X >a+bX >a)=P(X >0b),Va,b > 0.

Observacao. Note, em particular, que se X é v.a. discreta com valores possiveis 1,2, ..., entao X
tem perda de memoria se P(X >n+m|X >n) = P(X >m),VYn,m € {1,2,...}. Ademais, se X ¢é
v.a. qualquer, entao dados a,b € Ry temos

P(X>a+bX>a)=P(X >b) < P(X>a+0b)=P(X >a)P(X >b).
Demonstracao. De fato,

P(X>a+bX>a)=P(X>a+bN(X >a))/P(X>a)=PX >a+0b)/P(X > a).

Logo,

P(X>a+bX>a)=P(X >b) < P(X>a+0b)=P(X >a)P(X >b).

[]

Proposicao 3.10. Seja X v.a. discreta em (€2, .4, P) assumindo valores em {1,2,...}. Entdao X tem
perda de meméria se, e s6 se, X ~ Geom(p), para algum 0 < p < 1.
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Demonstracdo. (<) Se X ~ Geom(p),0 < p < 1, entao
1—pftk=12...
P(X:k):{p( P 2,

0, c.c.
Sejam n,n € {1,2,...} quaisquer. Temos
P(X >n+m|X >n)= Pg(; Z;;n) = kZ::p(l —p) e > p(1=p)
Cp(l=p)(1 = (1—p)!
= (= (1 - )]
=(1-p)"
= P(X >m).
(=) Suponha que X tenha perda de meméria. Da proposi¢ao anterior, temos que
P(X >n+m)=P(X >n)P(X >m),¥Yn,m € {0,1,2,...}.
Se n =0 = m, entao
P(X>0)=(P(X>0)*=P(X>0)=0 ou P(X>0)=1.
Como X tem perda de memodria, entdo P(X > 0) =1. Se P(X =1) = p, entdo P(X > 1) =1—p.
Dai, se m > 1, segue que

P(X>m+1)=P(X >m)(l —p).
Por indugdo, temos P(X > m) = (1 —p)™,Vm € {0,1,2,...}. Dai, dado n € {1,2,...}, temos
P(X=n)=PX>n-1)-PX>n)=(1-p)"" =1-p)"=pl-p)"",
ou seja, X ~ Geom(p). O

Exemplo. Se X ~ Poisson(\), entao

ek =0,1,2,...
px(k)z{ k!

0, c.c.
e
0,z <0
Fx(z)=<"
X() {e)\zgﬁm]oijszo

Exemplo. Se X ~ B(n,p), entdo

= {0k

0,z <0

Fx(x) = {Z[zl (n) PPl —p)" kx>0

Proposicao 3.11. Temos que a f.d. satisfaz as seguintes propriedades:
(i) 0 < Fx(z) <1,Vz e R;

(ii) dados z,y € R,z <y, entdo Fx(z) < Fx(y);

(ili) Va € R, Fx(a™) := xlgg Fx(x) = Fx(a);
) F

x(—00) 1= IEIPOO Fx(x) =0e Fx(+00) :== lim Fx(z)=1.

(iv
T—+00

Demonstracao.

(i) Fx(z) =P(X <z)=0< Fx(z) <1,Vz € R.

(ii) Dados z,y € R,z < y, temos {X < z} C {X < y} e, da monotonicidade da medida de
probabilidade, P(X < z) < P(X <), i.e., Fx(x) < Fx(y).

. A~ . n—-+o0o
(iii) Sejam a € R e (x,,),>1 uma sequéncia decrescente com x, —— a. Temos 1 > x5 > -+ > a,
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de modo que {X < x1} D {X < a9} D -+, ou seja, ({X < x,})n>1 ¢ uma sequéncia
decrescente de eventos e
i < = < = < at.
Jim (X <) = (X <o) = (X <a)
Pela continuidade da probabilidade, temos

Fx(a)=P(X <a)= HEIEOOP(X <uz,)= lim Fx(z,)= lim Fx(z):= Fx(a®).

n—+00 z—at
. . N . n—+oo
(iv) Seja (x,)n>1 uma sequéncia decrescente tal que z,, ——— —o0. De xy > x9 > - -, temos

lim {X <uz,}= ﬁ{XSIn}:®7

n—-4o0o

n=1
donde
Fx(—o00) := im Fx(z) = nLHEoo Fx(x,) = n1~1>IJIrloo P(X <z, = nlj}l}rloo P(0) =0.
Seja agora (z,),>1 crescente tal que x, D240 100, De g < a9 < -+ -, temos {X <2} C

{X <z} C -+, ou seja,

n1—1>1}rloo{X <} = nL:Jl{X <z} =

Logo,
Fx(+00):= lim Fx(z)= lim P(X <z)= lim P(X <z, = lim P(Q)=1.

r—r-+00 T—+00 n—-+o0o n—-+o0o

O

Observacdo. Seja X v.a. com f.d. Fx. A partir da f.d., podemos calcular P(X € A),VA € B(R):
(a) se A= (a,b], entdo {X < b} ={X <a}U{a < X <b}, donde
P(X <b) = P(X <a)+ Pla< X <),
ou seja,

P(X € A) = P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a).

(b) se A= (—00,b), temos {X < b} = | J{X <b—1/n}, donde
n=1

P(X<b):P<D{X§b—1/n}> :nEIEmP(ng—l/n)

= lim Fx(b—1/n)

n—-+0o

= lim Fx<$) = Fx(bi)

T—b—
Logo, P(X € A) = P(X <b)=Fx(b™) — zliril* Fx(z).
(c) Se A ={a}, temos {X <a} ={X <a}U{X =a}, donde
P(X<a)=P(X<a)+P(X =a)s P(X =a)=Fx(a)— Fx(a™).
Raciocinios analogos valem para outros subintervalos da reta.
Note também que como Fx é continua a direita e nao decrescente, seus pontos de descontinuidade
sao do tipo salto, com tamanho P(X = a) = Fx(a) — Fx(a™) em a. Por fim, se X ¢é v.a. continua,
entdao Fx é continua.
Demonstracao. De fato, dado x € R, temos
0=P(X =2x)=Fx(z)— Fx(z"),
logo
Fx(z) = Fx(27) = Fx(2%),Vz € R.

3.3 Exercicios - combinatoéria

1. O cédigo Morse consiste de uma sequéncia de pontos e tracos em que repeticoes sao permitidas.
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a) Quantas letras podem ser codificadas usando exatamente n simbolos?
b) Qual é o niimero de letras que se pode codificar usando n ou menos simbolos?

Solucao.
(a) Como ha duas opgoes para cada simbolo, temos 2" letras.
(b) Temos

zn: 2 = 2(?__11) =2(2" —1).

[]

2. Um homem possui n chaves das quais, exatamente uma abre a fechadura. FEle experimenta
as chaves uma de cada vez, escolhendo ao acaso em cada tentativa uma das chaves que nao
foram experimentadas. Determine a probabilidade de que ele escolha a chave correta na r-ésima
tentativa?

Solucdo. A probabilidade é
n—1 n—-2 n—(r—1) 1
n n—1 n—(r—-2 n—(r-—1)

=1/n.
[l

3. Um oOnibus parte com 6 pessoas e para em 10 pontos diferentes. Supondo que os passageiros
tém igual probabilidade de saltar em qualquer parada, determine a probabilidade de que dois
passageiros nao desembarquem na mesma parada.

Solucdo. Temos
Q={(z1,29,...,26) : 1 <2, <10,i=1,2,...,6}, VA=P(Q)

e P: A — R dada por P(A) = |A]/|Q]. Sendo A o evento “nao desembarcar na mesma

parada”, temos que
P(A) = |A]/|9Q] = Ayos/10°.

O

4. Suponha que temos r caixas. Bolas sao colocadas aleatoriamente nas caixas, uma de cada vez,
até que alguma caixa contenha duas bolas pela primeira vez. Determine a probabilidade de que
isto ocorra na n-ésima bola, com r > n — 1.

n—1A,_
Solucdo. A probabilidade ¢ %
r

5. Supondo que se distribui n bolas em n caixas.

a) Qual a probabilidade de que exatamente uma caixa esteja vazia?
b) Dado que a caixa 1 estd vazia, qual a probabilidade de que somente uma caixa esteja vazia?

¢) Dado que somente uma caixa estd vazia, qual a probabilidade de que a caixa 1 esteja vazia.

Solucao.
a) A probabilidade é <g>n' /n".
b) Se a caixa 1 estd vazia, as outras tém de estar preenchidas. Portanto, a probabilidade é
(5)n = 1)/ (n = 1)

¢) A probabilidade de uma caixa j qualquer estar vazia é 1/n.

]

6. Se distribuimos aleatoriamente n bolas em r caixas, qual é a probabilidade de que a caixa 1
contenha 7 bolas, com 0 < j < n?

Solucdo. A probabilidade é (?) (r — 1) /rm. O
7. Uma caixa contém b bolas pretas e r bolas vermelhas. Bolas sao extraidas sem reposicao, uma de

cada vez. Determine a probabilidade de obter a primeira bola preta na n-ésima extracao.
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Solucdo. A probabilidade é

Y rtb-n+ 1

n—

o)
)

]

8. Considere um baralho com 52 cartas. Uma mao de poquer consiste de 5 cartas extraidas do

10.

11.

12.

baralho sem reposicao e sem consideragao da ordem. Considera-se que constituem sequéncias as
maos dos seguintes tipos: A, 2, 3,4,5; 2, 3,4, 5, 6; ... ; 10, J, Q, K, A. Determine a probabilidade
de ocorréncia de cada uma das seguintes maos de poquer:

a) Royal flush ((10, J, Q, K, A) do mesmo naipe);

o

Straight flush (cinco cartas do mesmo naipe em sequéncia);

@]

Four (valores da forma (z,x,x,z,y) onde x e y sdo distintos);

o,

Full House (valores da forma (z,z,z,y,y) onde = e y sao distintos);

@D

f

Straight (cinco cartas em sequéncia, sem consideragao de naipes);

)

)

)

) Flush (cinco cartas do mesmo naipe);

)

) Trinca (valores da forma (z,z,x,y, z) onde z, y e z sao distintos);
)

= 0e

Dois pares (valores da forma (z,x,y,y, 2) onde x, y e z sao distintos);
i) Um par (valores da forma (w,w,x,y, z) onde w, z, y e z sdo distintos).

Solucao.
a) 4/(52).
b) 4- 10/(52)—4 10 - g.

)

¢) 13-4-12-q.

d) 13-4-12-6-q.

e) 4- ()

£) 10-4°-

g) 13 ( ) 43-q.

0 ()0 (9400
i) 1

)1-()-(5) 0 ]

Uma caixa contém dez bolas numeradas de 1 a 10. Seleciona-se uma amostra aleatéria de 3
elementos. Determine a probabilidade de que as bolas 1 e 6 estejam entre as bolas selecionadas.

Solucdo. Dado que 1 e 6 estao selecionadas, ha 8 possiveis bolas que completam o conjunto.
Logo, a probabilidade desejada é 8/ (130). O

Suponha que se extrai, sem reposi¢ao, uma amostra de tamanho n de uma populagao de r ele-
mentos. Obtenha a probabilidade de que k objetos dados estejam incluidos na amostra.

Solucdao. Aqui, podemos imaginar que os k elementos ja foram incluidos: resta entao escolher

n — k entre os r — k vizinhos restantes. A probabilidade procurada é, portanto, (:L:]Z) / (;) O

Qual a probabilidade de que 4 cartas extraidas de um baralho, 2 sejam pretas e 2 vermelhas?

| Solugdo. A probabilidade ¢ (%) (%)/(F)- O

2 )\ 2 4
Se vocé possui 3 bilhetes de uma loteria para a qual se vendeu n bilhetes e existem 5 prémios,

qual a probabilidade de vocé ganhar pelos menos um prémio?

Solucdo. 1— ((5))((71)35) m
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3.4 Exercicios - v.a.'s discretas

1. Qualquer ponto no intervalo [0,1) pode ser representado por meio de sua expansdo decimal

0, 2122 - - -; suponha que se escolhe, aleatoriamente, um ponto do intervalo [0,1). Seja X o pri-
meiro digito da expansao decimal que representa o ponto. Determine a funcao de probabilidade
de X.

Solucdo. Como X é uma v.a. uniforme, segue que

1/10,z € {0,1,...,9
mx):{/ { }
0,c.c.

2. a) Se X ~ B(n,p), determine a fungao de probabilidade de Y =n — X.
b) Se X ~ Geom(p), determine a func¢do de probabilidade de Y = X — 1.

¢) Se X tem uma fungao de probabilidade Binomial Negativa de parametros r e p, (sendo r
inteiro e 0 < p < 1), determine a funcao de probabilidade de Y = X — r.

Solucao.
a) Temos
pf(l—p)F k=0,1,...,n
k) — (k)p ) ) Ly ) :
px(k) {O,C.C
logo

py (k) = {(nﬁk)pn_k(l —p)k k=0,1,....n

ou seja, Y ~ B(n,1 —p).
b) Temos

1—p)fp,k=0,1,...
py(k)Z{( )
0,c.c.

c) Temos
(" =p)k k=01,
0,c.c.

py(k) = {

]

3. Suponha que uma caixa contenha 6 bolas vermelhas e 4 pretas. Seleciona-se uma amostra alea-
toria de tamanho n. Seja X o ntimero de bolas vermelhas na amostra. Determine a funcao de
probabilidade de X para a amostragem:

a) sem reposicao;

b) com reposigao.

Solucao.
a) Temos X ~ Hgeo(10,6,n).
b) Temos X ~ B(n,6/10).

m
4. Seja N um numero inteiro positivo e seja
2, xe{l,2,...,N
p(x) = { ¢ )
0, c.c.
Determine o valor de ¢ para o qual p é uma funcao de probabilidade.
Solucdo. Devemos ter Y, p(z;) = 1, ou seja,
N
. 1
2=1le2e2"-1)=1®c= .
; c e ) c 22 1)
m
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5. Suponha que X tem uma distribuicdo geométrica com p = 0, 8. Determine as probabilidades dos
seguintes eventos:

a) P(X > 3)
b) PA< X <T7ouX>9);
c) PB<X <50u7<X <10);
Solucao.
(a) Temos
P(X>3)=1-P(X<3)=1-P(X=1)—P(X=2)—P(X =3)=0,008.
(b) Usando a f.d. de X, temos
PA<X<TouX>9)=PX<T)—-PX<4)+1-P(X <9)=0,2>-0,2"+0,2°
(c) Analogamente ao item b, temos que a probabilidade desejada é
P(X<5)—-P(X<3)+P(X<10)-P(X <7)=0,22—-0,2°+0,2° - 0,2,

O
6. Suponha que X tem uma distribuicao uniforme sobre 0,1,...,99. Determine:
a) P(X > 25);
b) P(2,6 < X < 12,2);
c) P8< X <10o0u30< X <32);
d) P(25 < X <30)
Solucao.
(a) Temos
P(X>25)=1-P(X <25)=1—-P(X <24)=1-25/100 = 3/4.
(b) Temos
P(2,6 <X <12,2)=PB<X<12)=P(X <12)—- P(X <2)=1/10.
(c) Temos
PB<X<100ou30< X <32)=PHO<X<10)+ P31 <X <32)=1/25.
(d) Temos
P(25 < X <30) = P(X <30)— P(X <24) =3/50.
O

7. Suponha que o nimero de chegadas de clientes em um posto de informagoes turisticas seja uma
varidvel aleatéria com distribuigdo Poisson com taxa de 2 pessoas por hora (X ~ Poisson(2)).
Para uma hora qualquer, determine a probabilidade de ocorrer:

a) pelo menos uma chegada,
b) mais de duas chegadas, dado que chegaram menos de 5 pessoas.

Solucao.
a) A probabilidade desejada é dada por
PX>1)=1-PX<1)=1-P(X<0)=1-P(X=0)=1-¢"
b) A probabilidade desejada ¢
P2<X <5 PB<X<4) 22 2

P(X > 2|X <5) = _fesAs4 e 2
(X>2X <5) = —px 5 P(X<4) Te? 7

]

8. Suponha que uma caixa contém 12 bolas numeradas de 1 a 12. Faz-se duas repeticoes indepen-
dentes do experimento de selecionar aleatoriamente uma bola da caixa. Seja X o maior entre os
dois ntimeros observados. Determine a fungao de probabilidade de X.
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Solucdo. Temos

k=1,2,...,12
px(k) = { 144 7
0,c.c.
O
9. Considere a situacao do Exercicio 8 em que a selecao ¢é feita sem reposigao.
a) Determine a fun¢ao de probabilidade de X;
b) Determine a fungao de distribuicao de X.
Solucao.
a) Temos
k—1
Jk=1,2...,12
p(k) = (3
0,c.c
b) Temos
0,z <2
a]
Fy(z) = ((122),2 <r<12
L,z > 12
O

10. Suponha que uma caixa contenha r bolas numeradas de 1 a r. Seleciona-se sem reposi¢ao uma
amostra aleatéria de tamanho n. Seja Y o maior niimero observado na amostra e Z o menor.
Determine:

a) P(Y <y),Vy € R;
b) P(Z > z2),Yy € R.

Solucao.
a) Temos
0,y <n
vl
P(YSZU): ((:)) n<y<r
Ly=>r
b) Temos
1,z<1

r+1—2
( T)),Z—l,Q,...,r—n—i—l
?1)

()

0,z>r—m+1

=
N
v
¥

I
|/—\

33

a<z<i+1,0=1,2,. r—n

]

11. Considere X uma varidvel aleatoria assumindo valores em {0,41, £2}. Suponha que P(X =
—2)=P(X =-1)e P(X =1) = P(X = 2) com a informacao que P(X > 0) = P(X <0) =
P(X =0). Encontre a fungao de probabilidade e a func¢ao de distribuigdo de X.

Solucdo. Sejam P(X = -2)=2x=P(X=-1),P(X =2)=y=P(X=1)e P(X =0) =

z. De P(X >0) = P(X =0) = P(X <0), temos 2z = 2y = z. Dali, como 2z + 2y + z = 1,

temos x =y = 1/6 e z = 1/3. Portanto,

1/6,k = £1,£2
px(k) = {1/3.k =0
0, c.c.
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e
0,x < —2
1/6,—2 <z < —1
Fy (k) = 1/3,-1<z<0
2/3,0<z<1
5/6,1 <z <2
l,x>2
O
12. Seja X uma v.a. com fung¢ao de distribuicdo dada por:
0,z <0
z/2,0<x <1
Fx(z)=142/3,1<z<2
11/12,2 <z < 3
1,z >3
Determine
a) P(X <3);
b) P(X =1);
c) P(X >1/2);
d) P2< X <4);
e) P(2< X <4).
Solucao.
a) Temos P(X < 3)=F(37)=11/12.
b) Temos P(X =1) = F(l) — F(17) =1/6.
c) Temos P(X > 1/2)=1— F(1/2) = 3/4.
d) Temos P(2 < X <4) = F(4) F(2)=1/12.
e) Temos P2< X <4)=F(4)—-F(27)=1/3.
n

3.5 Vetores aletoérios discretos (variaveis aleatdrias multidimensionais)

Estamos agora interessados em estudar a relacdo entre duas ou mais variaveis aleatorias. A titulo
de exemplo, em uma extracao de uma amostra de tamanho n de bolas numeradas de 1 a m > n,
poderiamos estar interessados, simultaneamente, no maior e no menor nimeros retirados, digamos X e
Y, respectivamente.

Definicdo 3.12 (Vetor aleatério). Sejam X1, Xo, ..., X, v.a’s definidas em (Q, A, P). O vetor X =
(X1, Xy,...,X,) é chamado vetor aleatério (n-dimensional) definido em (€2, A, P). Note que X
define uma funcdo de Q@ — R™, i.e., dado w € Q temos X (w) = (X;(w), Xa(w), ..., X, (w)) € R™

Observacdo. Se existir A = {71, 7,... } C R" finito ou infinito enumeravel tal que P(X €A =1,
ou seja, se X assume valores em um subconjunto finito ou infinito enumeravel de R", diremos que
X = (X1, Xs,...,X,) é um vetor aleatério discreto.

De maneira geral, um vetor aleatério n-dimensional é uma funcéo vetorial X : Q — R™ tal que
{X € A} € A,VA € A. Note que um vetor aleatério é uma varidvel aleatéria com contradominio R”.
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Observacdo. Seja X = (X1, X5, ..., X,,) vetor aleatério. Para & = (x1, s, ...,2,) € R", temos
(X =3} = {(X1, Xo,.. .. X)) = (z1, 20, ..., 7))}
={Xi =01, Xo=129,..., X, = 2,}
={X =2} N {Xo =2} N---N{X, = z,}
= ﬁ{Xi:xi}GA,
- 2

'l
! cA

ou seja, {X = Z} é um evento, de modo que faz sentido calcular
P(X=%)=P(X;=a21,..., X, = ).

Definicdo 3.13 (Funcio de probabilidade conjunta). Se X = (X}, Xs, ..., X,,) é um vetor aleatério
discreto definido em (2, A, P), entao a fungdo p; : R” — R dada por

pX(j) = P(Xl = .fl?l.XQ = P50 0o 7Xn = .’I}n),VjE e R"

é chamada funcdo de probabilidade de X ou funcdo de probabilidade conjunta de
X1, Xo, ..., X,

Observacao. E comum usar a seguinte notacao
p(@) =P(X =) = P((X1, Xo, ..., X)) = (21,22, ..., 2,))
:P(X1 :Zl'l,Xg :xg,...,Xn :l‘n)

= PXy,Xo,..., X, (1,72, ..., Tn)
:pX1,X2 ~~~~~ Xn(x)
e, se T = (r1,Tq,...,x,) € R" é tal que Xy, Xo,..., X, (21, 22,...,2,) > 0, entdo T é um valor

possivel de X = (X, Xy,..., X,,). Dai, se X ¢ discreto, entdo existe {71, 7,... } C R" finito ou
infinito enumeravel de valores possiveis de X. Nesse caso,
o0 n
(i) Y px(£;) =1 se {#1,2s,...} é infinito enumerdvel e Y pg(#;) = 1 caso contrario.
i=1

(i) :(5( cA)= Y pg(4),VA € BR").

LT, EA

Assim como no caso unidimensional, podemos tomar a seguinte definicao.

Definicdo 3.14 (Func3o de probabilidade n-dimensional). Toda fung¢ao p : R™ — R tal que
(i) p(Z) > 0,YZ € RY;
(ii) {z € R™: p(Z) > 0} ¢ finito ou infinito enumeravel;
(iii) > p(@) =1
4:p(£3)>0
¢ chamada funcao de probabilidade n-dimensional.

Analogamente ao caso unidimensional, pode-se provar que dada uma func¢ao de probabilidade n-
dimensional p, existe um espago de probabilidade (2,4, P) e um vetor aleatério n-dimensional X =
(X17X2, . ,Xn) tal que

p(Z) =P(X1 =21, X0 =29,..., X, =x,) =p(a1,22,...,2,), VT = (1,29,...,2,) € R", ie, pg =p.

Definicdo 3.15 (Funcdo de distribuicio conjunta). Dado um vetor aleatério X = (X1, Xs,..., X,)
definido em (92, A, P), a fungdo Fy : R” — R dada por
FX(.%’) = FX1,X2 77777 Xﬂ(l'l,xg, 500 ,.Z'n) = P(Xl S .271,X2 S D5 0 o o ,Xn S JTn),QNT = (.1'1,332, 500 ,.fL'n) & ]Rn,

é chamada funcio de distribuicéo de X ou funcéo de distribuicio conjunta de X, X, ..., X,.
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Observacao. Note, primeiro, que
p(Xl Sml,XQ SfEQ,,Xn §xn) :P({Xl le}ﬂﬂ{Xn §xn})

Ademais, se X = (X1, X5, ..., X,) é um vetor aleatdrio discreto com fungao de probabilidade con-
junta px, x, .. x,, entao

Xn(xthv"‘wrn) :P(Xl leuXQ §x27"’7Xn an>

=Y Y Y PXi=ki, Xo=ka, .o, X = ky)

k1<zy ko<zo kn<zn
= Z Z ZleX? 77777 Xn k’l,kQ,...,k).
k1<zq ko<wzo kn<zn
Como anteriormente, existe uma correspondéncia biunivoca entre a funcao de distribui¢ao conjunta
e a funcao de probabilidade conjunta. Por isso, chamamos ambas de distribuicao de X ou distri-
buicao conjunta de X, Xs,..., X,,.

~~~~~

Exemplo. Seja a € (0,1) e considere p : R? — R dada por
201 _ ~\o+y
p(y) = {g’ (Clc a)* zy e {0,1,2,...}
Note que
(i) p(z,y) > 0,¥(z,y) € R
(ii) {(x y) € R?: p(z, y) >0} ={(z,y) € R? : 2,y € {0,1,2,...}} é enumeravel

2 - —a) = a? 71 =
(iii) mzoyz%px Y) =« Z Z;) ) - —a) 1.

Logo, p é uma funcao de probablhdade bidimensional. Seja (X,Y) um vetor aleatério com fungao
de probabilidade pyy = p acima. Note que (X,Y) assume valores em {(z,y) € R? : z,y €
{0,1,2,...}}. Dai, dado (x,y) € R? com z,y > 0, temos

=] [y]
Fxy =Y > p(,7) =YY o’ (1-a)
i<z j<y =0 5=0
ey 1—(1— )kt . 1—(1— )+
1-(1-a) 1-(1-a)

=[1— (1 =)L = (1 — )],
Logo,
[1 - (1 - O‘)[z]+1][1 - (1 - a)[y}+1]7$7y >0
0, c.c.

FX,Y(ZU,IU) = {

Ademais, da distribuicdo conjunta de X e Y, podemos obter a distribuicdo de X e de Y: para
ke {0,1,2,...}, temos
P(X =k)=P(X — kY €R)

:P(X—k,G{Y:j})

=0

I
hE

<.
Il
o

Oé2<]. o Oé)k+j

ERRIeT

0
1—ozkz 1—a
7=0

= Ck(l - &)ka

<.
I
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de modo que
all—a)* k=0,1,2,...
0, c.c.

ou seja, X ~ Geom(a). De maneira andloga, pode-se mostrar que Y ~ Geom(«).

Distribuicoes marginais

As funcoes px, e Fx, sao chamadas funcao de probabilidade marginal de X; e funcao de
distribuicao marginal de X, respectivamente.

Caso bidimensional. Seja (X, Y) vetor aleatério discreto com fungéo de probabilidade conjunta px y
e fungdo de distribuicdo conjunta Fyy. Assuma que os valores possiveis de X e Y sdo {z1,xq,...} €
{y1,v2, ...}, respectivamente. Vamos obter as distribui¢des marginais de X e Y a partir da distribuigao
conjunta.

(F.P.M.) Temos

px(z)=P(X =2,Y €R) = ( fj — )

I
NE
|

e

I
ﬁ

!

I
<

.
Il
-

M

px,y(% yj)-
1

<.
Il

Denotamos

px(r) = ZPX,Y(%%) = ZPX,Y(%CU)
Jj=1 Yy
. De maneira andloga, temos também

py(y) = pxy(z,y)

(F.D.M.) Temos
Fx(z) =P(X <z,Y €R) =Y P(X <z,Y =y,)

o0

Analogamente, Fy (y) = Z Z pxy (i, yj) ZZPXY a,b).

i=1 j:y; <y a by
As fungoes de distribuicdo marginais F'x e Fy podem também ser obtidas diretamente da funcao de
. . .~ . . A~ . , . n—-+00
distribuigao conjunta, Fx y : considere (z,) uma sequéncia crescente de niimeros reais tal que z, ————

+00. Note que
{Xﬁx}:{Xﬁx,YER}—U{X<$ Y<zn}— hm {X<$ Y <z,}.

n=1

Da continuidade da probabilidade, segue que
Fx(z) = 1_131 P(X <zY <z,)= lim Fyy(z,2,)= lim Fxy(z,vy).

n—-+00 y—+
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Denota-se Fiy(xz) = lim Fxy(z,y) = Fxy(z,+00) e, analogamente, Fy(y) = Fxy(+00,y).

Yy—r—+00
Definicdao 3.16 (Distribuicido marginal). Dado um vetor aleatério (Xi, Xs,...,X,), suas distri-
bui¢des marginais sdo as distribuigdes de quaisquer (X, X;,,...,X;, ), com iy, io,... 0 €

{1,2,...,n} ek <n.

Caso geral. Seja X = (X1, Xy, ..., X,,) um vetor aleatdrio discreto com f.p. conjunta px, x,.. x, f.d.
conjunta Fx, x, . x,. Alguns exemplos de f.p.m. sdo

pX1,X2 l’hxz ZZ Zle,XQ, W Xn 131@’2;--‘,1’ )

T3 T4

px,(z1) =) - prl,xg, X (T1, 29, 1y)

T2 x3

Px5,X5,X5 (72, 3, T5) ZZZZ ZPX1,X2, LT, ).

T1 T4 Tg X7

Alguns exemplos de f.d.m. sao

Fx,(21) = Fx, x,...x, (21,400, ... Z Z prl,XQ, xolar, o, 1)
a1<.’171 T2
Fx, x,(21,22) = Fx, x,,..x, (21, T2, +00, ..., = > > Z prl,XQ ..... x,(ar,ag,23,...,2,).

a1<x1 a2<xo T3

Exemplo. Considere uma caixa com 3 bolas numeradas de 1 a 3. Duas extragoes sao realizadas sem
reposicao. Assim, o espago amostral é

0=A{(1,2),(1,3),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2)}.
Sejam X e Y os ntumeros da primeira e da segunda bolas retiradas, respectivamente. Suponha que
a funcao de probabilidade conjunta de X e Y seja dada por

3 1 1
1,2) = - 1,3) =- 2,1) = -
pxy(1,2) 87pX,Y( ,3) 87pX,Y( ;1) 3’
1 5 1
2,3) = — 1) =— 2)=— = .C.
pxy(2,3) 247]9X,Y(37 ) 24>pX,Y(37 ) 3 e pxy(z,y) =0, cc
Podemos apresentar a f.p. conjunta com a seguinte tabela.
Y\X 1 2 3 P(X =x)
1 0 |3/8| 1/8 1/2
2 1/8 | 0 |1/24 1/6
3 5/24 | 1/8 | 0 1/3
PY=y)| 1/3 | 1/2] 1/6 1

Exemplo. Uma urna contém 15 bolas: 5 vermelhas, 4 pretas e 6 brancas. Sao retiradas, aleatori-
amente, 4 bolas. Considere as v.a's X1, Xo e X3, que representam, respectivamente, o nimero de
bolas vermelhas, pretas e brancas retiradas.

Sem reposicao. A f.p. conjunta de X;, X5 e X3 é dada por

(2) () () |
pX17X2,X3<x1,$2,ZE3) = 1<1E>)3’O < < 47Z - 1,2,3,1’1 + T9 + T3 = 4

0, c.c.

Com ela, podemos calcular a probabilidade de se retirar exatamente 2 bolas vermelhas de uma
maneira alternativa: enquanto o calculo direto nos da

by oy )3
O
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a distribuicao conjunta nos da
P(X1:2):P(X1:2,X2GR,XgeR): Z P(X1:2,X2:$2,X3:ZE3)

0<z2,23<4,x2+x3=2

2
= Z P(Xl :2,X2:$2,X3:2—I2)

x2=0

L ()()65)

De maneira geral,

5 10
P(Xl = ZL’l) = (Il)(g%xl),l’l c {0,1,2,3,4},
4

ou seja, X ~ Hgeo(15,5,4). Analogamente, X, ~ Hgeo(15,4,4) e X3 ~ Hgeo(15,6,4).

Com reposicao. A f.p. conjunta de X, X, e X3 é dada por
o ) () (A) (8) 0w <4i=1.2.3.0 4 0t 23— 4

_ T1,T2,T
pX1,X2,X3(xl7x27$3) - 12,3
0, c.c.

Fazendo p; = P(tirar uma bola vermelha) = 5/15, po = 4/15 e p3 = 6/15, temos
(mém)pl poips?, 0<ax; <4,i=1,23, 51 +12+23=14

DXx1,X2,X3 (5617 T2, $3) =
0, c.c.

Para calcular a mesma probabilidade anterior, o calculo direto nos fornece

== (3 () ()"

e, usando a distribuicao conjunta, temos
P(X;=2)=P(X;1=2,X, e R, X5 €R)
= Z P(X1:27X2=$27X3:$3)

0<:132 r3<4,x0+x3=2

Fo ) GG
2%2' (15) ;2:0% 2_%) (145)902 (g)g_@
O

4
P(Xl = f,l?l) = <x >p:fl(1 —pl)liml,xl € {0, 1,2,3,4},
1

ou seja, X; ~ B(4,p1). De maneira inteiramente analoga, Xy ~ B(4,p2) e X3 ~ B(4,p3).

De maneira geral,

Exemplo (Distribuicdo multinomial). Sejam £ um experimento aleatério com r valores possiveis e
{Y = i} = {o experimento produz o i-ésimo resultado}, i = 1,2,...,r. Defina p; = P(Y = i).
Considere n repetigdes do experimento e seja (Y1,Y5,...,Y,,) vetor aleatério tal que Y; seja o re-
sultado da j-ésima prova. Defina também X; como o nimero de provas que produzem o resultado

i. Temos {X; = z;} = {exatamente z; das n v.a’s Y; assume o valor ¢}. Note que (X1, Xo,...,
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é um vetor aleatério assumindo valores em R™ da forma (z1,z,...,2,) com z; € {0,1,...,n} e
x1+ -+ x, =n. A f.p. conjunta de Xy,..., X, é dada por

(xl’xQTj...,xT)pflng o 'pfrax’i € {07 L... 7”}7i = 1>2a P (2% e s o P {

le,...,Xr(xb Ty ... axr) =
0, c.c.

Dizemos que (X7, ..., X,) tem distribuicdo multinomial de parametros n,pi,...,p, e denota-
mos (X7, ..., X,) ~ Multinomial(n, p1,...,p.).

De maneira mais concreta, se r = 3 e p; + p2 + p3 = 1, entao
n

P(Xlzilj'l)z Z P(Xlzl'l,Xg:Q?Q,Xg:.ng)

0<z2,23<n,z1+x2+T3="n

n—ri n

_ 1,2, N—T1—I2

- Z < >p1 P27P3
z9=0 \ L1, L2, — T1 — T2

n T1 & (.CIZ' B .%'1)' To, N—T1—T2
= p p>"p
(331) ' g—:o zol(n — my — @)1 70

n —x
:<x )pfl(l—pl)" Lx €40,1,...,n},
1

ou seja, X; ~ (n,p1). Analogamente, Xy ~ B(m,py) e X3 ~ B(n,ps). De maneira geral, se
(X1, Xa, ..., Xp,) ~ Multinomial(n, py, ..., p,), entdo X; ~ B(n,p;),i =1,2,...,7.

3.6 Variaveis aleatérias independentes

Definicao 3.17 (V.a's independentes). Sejam X, Xs, ..., X, v.a's definidas em (€, A, P). Dizemos

que elas sao independentes se
n

P(Xl € A, Xo GAQ,...,XnEAn) :1_‘[.P()<Z GAZ‘),\V/Al,AQ,...,AnGA.

i=1

Observacao. Segue da definicao que Xy, Xs, ..., X, s@o independentes se, e somente se, os eventos
{X1€e A1}, {Xa€ Ay}, ... . {X, € A,} o sdo.

Proposicao 3.18. Sejam X7, Xs,..., X, v.a's discretas definidas em (€2, A, P). Entao, temos
(a) Xy, Xs,...,X, sao independentes se, e sé se,
DXy Xo X0 (T1, T2y o, Ty) = pri(xl-),v:cl,m, ..., Ty €R,
i=1
(b) Xy, X, ..., X, sdo independentes se, e sé se,
Fx, Xp, X0 (21, %2, ..., 2n) = [[ Fx, (i), Va1, 22, ..., 70 € R.
i=1
Demonstracao.
(a) (=) Se X1, Xs,..., X, sdo independentes, entao
P(Xl € Al,XQ € AQ,...,Xn S An) - l_A[P(AXVZ € Ai),VAl,AQ,...,An S A
i=1
Em particular, se A; = {z;},i=1,2,...,n entdo
pxl,Xg,...,Xn(l’hxz; cee ,an) = P(X1 =x1, Xo =Tg,..., X, = l‘n)
= P(X1 = 5171)"'P(Xn — iUn)
= px, (1) - px,, (Tn)-
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(<) Dados Ay, As, ..., A, € A, temos
P(X1EA1,~--7Xn€An):P( U {Xi=x}, ..., U {anl‘n})
11€A1 Tn€EAR

=5 Y PXi=a1,...,X, =1,

T1€A; Tn€An

= > Y PXi=uaz) - P(X,=u1,)

xlEAl xneAn

T1€A Tn€AR
=P(X; €4 - P(X,€A,).
(b) (=) Se X1, ..., X, sdo independentes, entdo
P(X1 €eAL,Xo€ Ay, X, € An) = 1_[.P(_XVZ S Ai),VAl,AQ,..‘,An € A
i=1
Em particular, se A; = (—00,2;),i=1,2,...,n temos
FX1 ..... Xn(xl,...,xn):P(XlEAl,...,XnEAn)
= Fx,(z1) -+ Fx, (xn).
(<) A volta envolve técnicas de Teoria da Medida, e nao serda demonstrada.

Exemplo. Sejam XY v.a’s com f.p. conjunta
2 _ z+y
p (1—p ,r,y €0,1, ...
pxy(x,y) = { =) { }

0, c.c.
com 0 < p < 1. Vimos que

px(z) = {P(l -p)*ze{0,1,...}

0, c.c.

Y

py(y) = {gflc;é)y,y €{0,1,...}

de modo que pxy(z,y) = px(z)py (y),V(z,y) € R? ie., X e Y sdo independentes.
Exemplo. Uma urna contém 15 bolas: 5 vermelhas, 4 pretas e 6 brancas. Sao retiradas aleatori-

amente 4 bolas. Considere as v.a’s X1, Xy e X3, que representam o nimero de bolas vermelhas,
pretas e brancas retiradas, respectivamente.

Sem reposigcao. Vimos que

5 4 6
7(301)(?%)(?33),0 S xT; S 4,2 = 1, 2, 3,.7}1 + T2 -+ T3 = 4
Pxy,X0,X3 = (4)

0, c.c.

e que

5\ ( 10 4\( 11 6\( 9
<)(§4§> -) Ué% - D, (23) = ()(% -) o€ {0,1,2,3,4},i = 1,2,3.
Note que existem 1y, 9, z3 € {0, 1,2, 3,4} tais que
PX1.X2, X5 (T1, T2, T3) 7 Dx, (71)px, (v2)pxs(23),

ou seja, X1, Xs e X3 nao sao independentes.

px, (1) = x5 (72) =
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Com reposicao. Vimos que
(Z‘l ;12 $3)p3151p;2p§37 0< z; < 472 = 17 27 37'171 + T+ T3 = 4

0, c.c.

Y

PX1,X.X5 (L1, T, T3) = {
com p; = 5/15,py = 4/15 e p3 = 6/15. Além disso,
o) = (1) = 0 = s (on) = )= o) = ()1 =

X2

Logo, X1, X5 e X3 nao sao independentes.

3.7 Funcoes de variaveis aleatoérias

Sejam X, X,,..., X, v.a’s definidas em (Q, A, P) e g : R* — R uma funcdo. E possivel mostrar
que Z = g(Xy,...,X,) év.a. em (2,4, P).

| Exemplo. Z = X2, ou seja, Z = g(X) com X v.a. e g: R — R tal que x — 2.

Exemplo. W = X +Y + Z, ou seja, W = h(X,Y,Z) com X,Y,Z v.a’s. e h : R® — R tal que
(x,y,2) = x4+ y+ 2.
Exemplo. Z = max{X,Y}, ou seja, Z = I(X,Y) com X,Y v.a’s. el: R* = R tal que (z,y) —
max{z,y}.
Observacao. Quando as v.a’s Xi,..., X, sdo independentes e tém a mesma distribuicao, dizemos
que elas sao independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).
Exemplo. Considere X, ..., X, v.a/s i.i.d. com f.d. F.
(a) Seja Z = max{Xy,...,X,}. Note que dado z € R,
max{zy,..., e} <zer<zx cRi=1,...n
Logo,
Fy(z2) = P(Z < z) = P(max{zy,...,2,} < 2)=P(X; <z2)---P(X, < z)=[F(2)]"
(b) Seja W = min{Xj,...,X,}. Note que dado w € R,
min{zy,...,z,} >wer; >wr, e Ri=1,... n.
Logo,
Fw(w) = P(min{zy,...,2,} <w)
=1-P(X;>w) - P(X, >w)
=1-(1-P(X; <w)) (1 -P(X, <w))
=1—[1—-F(w)]".

Exemplo. Considere X, Y ~ Geo(p),0 < p < 1 independentes. Seja W = min{X,Y}. A f.d. comum
de X e Y é dada por
0,z <1
F(z) = { -

1—(1—-pllz>1
Do exemplo anterior, temos
0,w<1
1—(1—p)2lw>1

Y
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ou seja W ~ Geo(1 — (1 — p)?). Ademais, temos também

Pmin{X,Y} = X)=P(Y > X) = (U{X—k} Y>X> :iP(X:k,YzX)
~ S P(X = k)P(Y > k)
— S P(X = R)l- P(Y <k—1)]
— S P(X = K)[1 - F(k —1)]
= Sp -
“
B 1
-

Soma de v.a.’s independentes

Sejam X, Y v.a’s discretas independentes em (2, A, P), Z = X +Y e {x1,x9,...} 0o conjunto dos
valores possiveis de X. Dado z € R, temos

pz(Z):P<G{X:xi},X+Y:z> ZP =2;,Y =2 — 1)

i=1

= ZPX,Y(iEu &= %)
i=1

= ipX<$i)pY(Z - xz)

Analogamente, se {y1, s, ...} é o conjunto de valores possiveis de Y, entao
pz(z) = > px(z — )y (i)

i=1
Podemos denotar também

pX+Y(Z) = ZPX,Y(HU,Z - 1’ ZPX PY Z— 55')

e
Px+y (2 ZpXY (z—y,9) ZPX(Z_?J)Z’Y(?J)-
y
Exemplo. Sejam X, Y v.a’s i.i.d. com X ~ Geom(p),0 < p < 1. Note que X + Y assume valores
em {2,3,...}. Logo, dado z neste conjunto, segue que
T,z —x) z—k 1—p) 1t =p?(1—p)2(z—1).
pX+Y ZPXY ZPX pY ZP ( P) p ( p) ( )
>0&2z—k>1
Logo,
z—1)p*(1—p)* 2, 2€{2,3,...
pw(z):{< Jp(1 = p) 3.}
0, c.c.
ou seja, X +Y ~ BN(2,p).
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Exemplo. Sejam X, Y v.a’s independentes com X ~ Poisson(A;) e Y ~ Poisson(Ag). Entao

2\ AT
€ Alilm'r:Oal?

pX(x) - {0’ C.C: ’

—A2 A3 _
e 222 y=0,1,...
py(y) = { v
0, c.c.
Note que X + Y assume valores em {0,1,2,...}. Logo, dado z neste conjunto, temos

00 z /\k: )\z—k
pxty(2) = pxy (2,2 — )Y pxkpyz—k =) 641%67A2 2 '
T k=0 k=0 k! (Z — k‘)

_ 67()\1+)\2) z <Z> )\k)\sz
= 172
b Nk
— ¢~ (A1tA2) (7>\1 +')\2)Z.
z!

Portanto,
emuta) Buthel 5 — 0,1,

pxiy(2) = { o

0, c.c.

ou seja, X +Y ~ Poisson(A; + Ag).
3.8 Distribuicao condicional de variaveis aleatérias discretas

Proposicdo 3.19. Sejam XY v.a’s discretas em (Q, 4, P) e y € R tal que py(y) > 0. A fungao
pxv(-]y) : R — R dada por
PX=2Y=y) pxy(zy)

P zly) = P(X =x)Y =y) = =
define uma func¢ao de probabilidade, chamada f.p. condicional de X dado Y = y.

,r€R

Demonstracdo. Seja {xy,z2,...} o conjunto de valores possiveis de X. Dado y € R tal que
py (y) > 0, temos
L pxjy(zly) =2 0,Vz € R;

2. {z : pxy(zly) > 0} = {z : pxy(x,y) # 0} C {x : px(x) # 0} = {x1,22,...} é finito ou
infinito enumeravel;

5 Y pylaly) = 30 P B PO ) < 1

Exemplo. Sejam XY v.a’s i.i.d. geométricas de parametro 0 < p < 1. Vimos que
z—1)p*(1 —p)* 2, 2€{2,3,...
prar(s) = {( (=) e (23]

0, c.c.
Logo, dado z € {2,3,...} temos
Pxixiv(z|2) =P(X =2/ X +Y =2)=0,2 ¢ {1,2,...,2— 1}

e
p(1 —p)* 'p(1 —p)—*"
px|x+v(T|2) = G121 —p)? = 2_1,:706 {1,2,...,2—1}.
Logo,
1/z—1,z=1,2,...,2—1
pX|X+Y(5U|Z) = {O e
para cada z € {2,3,...}, ou seja, px|x4y ¢ f.p. uniforme sobre 1,2,..., 2 — 1.
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3.9 Exercicios

1. A funcgdo de probabilidade conjunta de uma vetor aleatério (X,Y') é dada por
kQ2x +y),z,y=1,2
pX,Y(J:ay) = { ( )

0, c.c.
sendo k uma constante real.
a) Determine o valor de k.
b) Determine as fungoes de probabilidade marginais de X e Y.
¢) Sao X e Y independentes?

Solucao.

a) Devemos ter
2 2

Yopxyl(ry) =1 = k> 20> y=1 = k=1/18.

z,y r=1 y=1
b) Para x = 1,2, temos

px(x) = pxy(z,y) = 118(451: + 3)

e, caso contrario, px(x) = 0. Analogamente, para y = 1,2 temos

pr(y) = X pxr(e,) = 1525 +6)

e, caso contrario, py (y) = 0.
c) Nao, pois px,y(1,1) = 1/6 # (7/18)(8/18) = px (1)py (1).

[
2. Considere um experimento de lancar trés vezes duas moedas distintas A e B. Suponha que
a moeda A é honesta, isto é, P(cara) = P(coroa) = 1/2, e a moeda B nao é honesta, com

P(cara) = 1/4 e P(coroa) = 3/4. Seja X a v.a. que denota o nimero de caras resultantes da
moeda A e Y a v.a. que denota o numero de caras da moeda B.

a) Determine os valores possiveis do vetor (X,Y).

b) Determine as fungdes de probabilidade marginais de X e Y.
¢) Determine a fun¢ao de probabilidade conjunta de X e Y.
d) Calcule P(X =Y), P(X >Y)e P(X +Y <4).

Solucao.
a) O conjunto de valores possiveis é {(i,7) : 4,7 =0, 1,2, 3}.
b) Temos
97/64,y = 0,1
1/8,2 = 0,3 /64y
()= 3/5.0 = 1.2 )= o =2
€Tr) = €r = s g
bx S P = 164,y = 3
0, c.c.
0,c.c.
¢) pxy(z,y) = px(x)py(y).
d) Temos
3 27+ 81+27+1
P(X=Y)=Y P(X=kP(Y =k) = 512 1 136/512,
k=1
1+ 162
P(X>Y)= M — @
o 512 512
1 3 189+54 499
P(X+Y <d4)=- 420298 2
(X+Y<4) 8 * 8 * 512 512
O

3. Seja X uma variavel aleatoria geometricamente distribuida com parametro p e seja M € N uma
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constante. Determine a fungao de probabilidade de Y = min(X, M).

4. Considere 10 lancamentos independentes de um dado honesto e seja X; o nimero de ocorréncias
da face i,i = 1,...,6.

Solucdao. Temos dois casos
(a) k< M: P(Y =k)=P(X =k)=p(l —p)k!

(b) k=M: P(Y = M) =P(X > M) = (1—p)M-1,

Portanto,
p(1—pFtke{2. ... ,M-1}
py(k) = (1= )"k = M
0,c.c.
O
a) Determine a fun¢do de probabilidade conjunta de X7, ..., Xg.
b) Determine as fungoes de probabilidade marginais de X;, parai=1,...,6
c) Sao Xi,..., X independentes?
Solucao.
a) Temos (X1, Xo, ..., Xs) ~ Multinomial(10,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6).
b) Temos X; ~ B(n,1/6),i=1,2,...,6.
c) Nao, porque px, .. x4(T1,- -, ) # Px, (1) - - Pxs(¥6) em geral.
O

5. Suponha que se distribui aleatoriamente 2r bolas em r caixas. Seja X; o nimero de bolas na
caixa 1.
a) Obtenha a fungao de probabilidade conjunta de X7, ..., X,.
b) Obtenha a probabilidade de que cada caixa contenha exatamente 2 bolas.

Solucao.
a) Temos (X7, ..., X,) ~ Multinomial(2r,py,...,p,), com p; =1/r,i=1,2,... 7.
b) Temos

2r 1 1 (2r)!
PRO=2. -, % == (2,2,...,2>'r?"'r?:zr-r?r'

[
6. Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes que se distribuem uniformemente sobre
{0,..., N}. Determine:
a) (X >Y).
b) P(X =Y).
c) a fungao de probabilidade de Z = min(X,Y).
d) a fungao de probabilidade de W = max(X,Y).
e) a fungao de probabilidade de U = |Y — X|.

Solucao.
a) Temos
P(X>Y)=P(X =0)P(Y <0)+---+ P(X = N)P(Y < N)
- ( L, 2 +---+N+1)
N+1\N+1 N+1 N +1
N2

2(N+1)
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b) Temos
P(X=Y) =Y P(X=i)P(Y =i) = .

c) Para k=0,1,..., N temos
P(Z=k) =P(X =k)P(Y = k) + P(X > k)P(Y = k) + P(X = k)P(Y > k)

1 N —k
B (N+1)2+2(N+1)2
C2(N—-k)+1

(N +1)?

e, caso contrario, P(Z = k) = 0.
d) Parak=0,1,..., N, temos
PW=k=PX=kPY=k+PX=kPY<k)+PX<EkPY =k)

1 K

= 2
(N+12  “(Nf1)?
2k + 1

(N +1)2

e, caso contrario, P(W = k) = 0.

e) Para k =0, temos

Para k =1,..., N, temos
PU=k) =2P(X =Y +k)
—P(X =k)P(Y =0) + P(X =k + )P(Y = 1) +--- + P(X = N)P(Y = N — k)]
N—k+1
(N1
e, para k ¢ {0,1,..., N}, temos P(U = k) = 0.

7. Sejam X e Y duas variaveis aleatérias independentes com fungoes de probabilidade geométricas
de parametros p; e po, respectivamente. Obtenha:

a) P(X >Y)

b) P(X =Y)

¢) a fungdo de probabilidade de Z = min(X,Y")
d) a fungao de probabilidade de W = X + Y.

Solucao.
a) Temos

P(X>Y)= iP(X = )P(Y <19).

Apos algumas simplificagoes, chegamos em

P(X>Y) = P2

pL+Dp2—pipa
b) Temos

P(X=Y)= iP(X =1)P(Y =1)

_ D1p2
Pt D — b2
apos algumas simplificacgoes.
c) Para k=1,2,..., temos que
P(Z >k)=P(X > k)P > k) =[(1-p1)(1—p)]*.
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Dai,

_J0 k<1
1—[(1=p)1—p)]* E>1.

Logo, Z ~ Geo(1 — (1 — p1)(1 — p2)) = Geo(p1 + pa — p1p2).

Fz(k)

O]
8. Sejam X e Y duas variaveis aleatérias independentes com a mesma funcao de probabilidade

geométrica de pardmetro p. Sejam Z =Y — X e W = min(X,Y).

a) Mostre que para w > 1 e z inteiros, temos
P(X=w—-2z)P(Y =w),2<0
P(X=w)P(Y =w+2),2>0
b) Conclua do item anterior que dados w > 1 e z inteiros, temos
P(W =w,Z = z) = p*(1 — p)>®=Y(1 — p)F!

c¢) Use o item anterior e o exercicio 7c) para mostrar que W e Z sdo independentes.

P(W:w,Z:z):{

Solucdo.
a) Se z < 0,entdao X > Y, ouseja, Y =we X =w—2z. Se z>0,entdo Y > X, ou seja,
X =weY =w+ z. Portanto,
P X =w-2)PY = <0
POW —w, 7 —2) = X mw =P =w),2
PX=w)P(Y =w+z),z > 0.

b) Do item anterior,

PW =w, 7 = z) =
W=w,2=2 {p2<1—p>2<w—1><1—p>z,zzo.

c) Note que
pz(z) =p* (1 =p)F 23 (1 - p)*
w=1
5, (1=p)
— 2 1 o |Z| 2 ( .
Logo,

pz(z)pw(w) = p2(1 —p)lzl—2%[1 . (1 —p)Q](l —p)2(w_1)

= pzw (2, w)
e, portanto, Z e W sao independentes.

]

9. Sejam X e Y v.a’s independentes. Determine a funcao de probabilidade de Z = X +Y seguintes
casos:

a) X ~ Poisson(A1) e Y ~ Poisson(As).
b) X e Y uniformemente distribuidas sobre {1,2,..., N}.

Solucao.
(a) Foi feito no texto.
(b) Para z=2,..., N, temos

z—1 51
pz(s) = PX +Y =2) =3 PX =a)P(Y =2 —a) =
Para z =N +1,...,2N, temos
ON—z+1 IN — 241
pz(2) =P(X+Y =2) = Z;;xxzmﬂ%yzz_xyzggﬁfgi

Para z ¢ {2,3,...,2N}, pz(z) = 0.
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10. Sejam Xj,...,X; v.a’s independentes, tais que X; ~ Poisson(};),j = 1,...,l. Determine a
funcao de probabilidade de Z = X7 +--- + X|.

Solucdo. Do exercicio anterior, temos que

! !
> X, ~ Poisson (Z )\i> )
-1 i=1
O

11. Considere um experimento com trés resultados possiveis que ocorrem com probabilidades p1, po
e ps3, respectivamente. Suponha que se realiza n repeti¢cdes independentes do experimento e seja
X, o nimero de vezes que ocorre o resultado 7,7 = 1,2, 3.

a) Determine a probabilidade de X; + X.
b) Para cada z, determine P(X, = y|X; + X5 = 2),y € R.

Demonstracao.
a) Para z=0,1,...,n, temos

Pxi+Xx, ('Z> = ZthXz(J:lv z = xl)
x1

=2

ez0 (n—2)lz1(z — 1)

n z z
pn—z px1pz—x1
()5 (0 s

()= - 1

Logo, X1 + Xy ~ B(n,p1 + p2).
b) Dado z € {0,1,...,n}, temos

n!

z—x1

Pi Py Py

P(Xo=y, X1 =2—y)
P(X1+X2:Z)
})QXE ::ya)(1:: z _-ya)(3:: n/—‘2>

P(ngy‘Xl—f—Xg:Z):

P(X;+ Xs =2)
B n! pi 'pips 2l (n - 2)!
TGy —2)! (p)s ol
_[* P1 - P2 Y
B <y> <p1 +p2> (pl +p2>

paray =0,1,...,2z e 0 caso contrario.

]

12. Use a aproximagao de Poisson para calcular a probabilidade de:
a) que no maximo 2 dentre 50 motoristas tenham carteiras de habilitacao invédlida se normal-
mente 5% dos motoristas o tem;
b) que uma caixa com 100 fusiveis contenha no méximo 2 fusiveis defeituosos se 3% dos fusiveis
fabricados sao defeituosos.

Solucao.
a) Temos X ~ B(50,0,05) ~ Poisson(5/2). Dai, P(X < 2) = e °/253/8.
b) Temos X ~ B(100,0,03) ~ Poisson(3). Logo, P(X < 2) = e 317/2.
O
13. Lanca-se um dado até observar o nimero 6. Considere X o niimero de lancamentos até observar
6 pela primeira vez. Responda:
a) qual é a probabilidade de que sejam necessarios seis langamentos no maximo?
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b) quantos lancamentos sdo necessarios para que a probabilidade de obter 6 seja no minimo
1/27
Solucao.
a) Temos P(X <6)=1— (5/6)".
b) Queremos k inteiro tal que (5/6)% < 1/2. Para isso, devemos ter
> In(1/2)
~ In(5/6)

=3,8.
Logo, k = 4.

O

14. Sejam X e Y v.a's independentes com distribuicao de Poisson de parametros A\; e Ao, respectiva-
mente. Para cada z € {0,1,...} determine P(X =z|X +Y =z),z € R.

Solucdo. Para x =0,1,...,2 temos
P(X=2)P(Y =z —1x)
PX=z|X+Y =2 =
(X =alX+Y =2) P(X+Y =2z)
[z ATATTT
C\z) (M A)F
Caso contrario, a probabilidade é 0. O]

15. Sejam X, Y e Z v.a’s independentes com distribui¢coes de Poisson de pardmetros A, Ay e As,
respectivamente. Para cada m = 0,1,..., determine P(X =2, Y =y, Z = z|X +Y + Z = m),
para nimeros inteiros z, y e z.

Solucdo. Para z,y,z € {0,1,2,...} tais que x +y + z = m, temos
P(X =2)P(Y =y)P(Z = 2)
PIX+Y+Z=m)
. m! ATAGN;
Tl (A4 A+ Ay
Do contrario, a probabilidade é nula. O

PX=x,Y=yZ=zX+Y+Z=m)=

4 Esperanca de variaveis aleatorias discretas

Comecgamos com uma motivacgdo para depois introduzirmos a definicdo de esperanca: dada uma
ar+as+---+an

n

amostra {ay,as,...,a,} C R, a média amostral é dada por . Podemos representar

esses dados numa tabela:

Valores distintos na amostra | Frequéncia absoluta
L1 N
L2 N
Lo, N
Note que N; é o nimero de vezes que x; aparece na amostra, ¢ = 1,2,...,m. Além disso, N; + Ny +

oo+ Np=nexi Ny +x3No+ - +2,,N,, =01 +as + - -+ + a,. Com isso, podemos escrever a média

I1N1+x2N2+"'+mem . Nl m , N
dos a; como ou, ainda, r1— + -+ 4+ x,,——, em que N;/n é a frequéncia
N+ Not-+ Ny Y ™ que i/ q
relativa de z;, i = 1,2,...,m. Nesse caso, a f.p. p: R — R é dada por

N;/n,x = z; para algum i = 1,2,...,m
p(x) =
0, c.c.

Agora, suponhamos que x1, Za, ..., T, sejam valores possiveis de uma v.a. X e que aq,as,...,a, Sao
Y ) ) ) Y Y )
valores (independentes) observados de X. Entéo, de acordo com a interpretagao da probabilidade como
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frequéncia relativa (Lei Forte dos Grandes Numeros), temos que para n grande a frequéncia relativa se
aproxima da probabilidade real, i.e.,

N;
lim — = p(z;) = P(X = ).

n—oo n,

Assim, o valor esperado de X, representado por EX ou E[X], 6 EX =) x;p(z;), sendo p a f.p. de
i=1
X.

Definicdo 4.1 (Esperanca). Seja X uma v.a. discreta em (€2, A, P) com valores possiveis {1, za, . .. }.
Se Z |zi|p(x;) < 0o, dizemos que X tem esperanga finita e definimos sua esperanca ou esperanga

i
matematica ou valor esperado ou média como

BX = i’lx,-pui) = 3" ap(z)

Note, em particular, que se o conjunto dos valores possiveis de X é finito, entdao X tem esperanca
finita.

Exemplo. Seja X ~ B(n,p). Temos

px(k) = {

Como X tem uma quantidade finita de valores possiveis, entdo X tem esperanca finita dada por

EX =) ap(z) = kzi: kEP(X =k)= kzi: k(Z)pk(l —p)"F = kzi: = 1)7('71 — k)!pk(l —p)"*
SO N TETE

= np.

(Z)pk(l —p)"*k=0,1,...,n

0, c.c.

Em particular, se n = 1 entdo EX = p.
Exemplo. Seja X ~ Poisson()\). Temos

e =01, ...
pX(k):{ R ()
0, c.c.

Note que como X tem infinitos valores possiveis, nao sabemos a priori se EX < co. Temos
)\ 00 )\k;—l
Z |z|px (x Z |k:|e_’\ =Xy =A< o0
= ! = (k—1)!

Logo, X tem esperanca finita e, como seus Valores possiveis sdo nao negativos, segue que KX = .

Exemplo. Seja X ~ Geom(p). Temos
1—-plrLlk=12,...
PX(k?):{p( P T ,0<p <.
0, c.c.

Note que

3 lelp (@) z|k|p1— _ ik(l—mk—l:—pﬁj;[(
d = k
= —P% [Z(l —p) ]

S
=1/p,

em que a série converge pelo teste da integral. Logo, X tem esperanca finita e, como seus valores
possiveis sdo nao negativos, temos EX = 1/p.
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Exemplo. Considere p : R — R dada por

p(z) = { e T = 12
0, c.c
Note que p(z) > O0Vz € R, {# € R : plx) > 0} = N é enumerdvel e
<1 X1 . 1 ,
;p(x):;m:]\}gnm;;—ijl _]\}gnool—m_l. Logo, p é uma fp. e, se X
é v.a. com f.p. p, temos
>* 1

Zx: |$|p($) = ~ ﬁ

que diverge pelo teste da integral. Logo, X nao tem esperanca finita e escrevemos £FX = +oo.

4.1 Esperanca de funcao de variavel aleatéria

Nosso interesse aqui é determinar a esperanca de uma v.a. (discreta) que é fungdo de uma ou mais
vals: Z=g(X),com X = (Xy,...,X,) eg:R"— R fungao. Note que o conjunto de valores possiveis
de X é {x1,29,...} CR™ (enumerdvel), ou seja, P(X =z;) >0, =1,2,... e P(X € {z1,29,...}) =
1. Note que z; = (zj,,...,2;,) €ER",j=1,2,... e > g(z)px(z) =D g(z;)px(z;).

z J

Teorema 4.2. Sejam X = (Xi,...,X,) um vetor aleatério discreto com f.p. px e g : R" — R
fun¢do. A v.a. Z = g(X) tem esperanca finita se, e s6 se, Y [g(x)[px(x) < co. Nesse caso,

T

EZ =) g(x)px(x) =>_ Y g(z1,...,z)P(X1 = z1,..., X = Tp).

Demonstracao. Vamos mostrar o caso n = 1; o caso n > 1 é analogo. Temos g : R — R funcao e,
se {x1,22,...} é o conjunto de valores possiveis de X, entdao {g(x1), g(z2),...,g(x,)} é o conjunto
de valores possiveis de Z = g(X). Note que pode haver repetigao, i.e., podemos ter g(z;) = g(zx)
com z; # v Seja A; ={z: 2 =uz,eg(x) = 2z},7=1,2,..., sendo {21, 29,...} o conjunto de
valores possiveis de Z. Note que {X € A;} ={Z =z;} e, paracada j =1,2,..., A; C{z1,29,...}
e os Aj’s sao dois a dois disjuntos ja que g funcao. Além disso,

U Aj = {xhxg,...}.
j=1

Logo,

Z|ZJ’pZ zj) Z|Z]’PX€A Z’%l Z P(X

€A,

Y Y Rl =)

i i':DiEA i

=2 X lo@)P(X =)

J ix,€A;

=2 lg(ai)|[P(X = a).
k
Logo, EZ < 00 < > |g(z)|px(z) < oco. Agora, se EZ < 0o, entdo analogamente ao acima, EZ =

So@pxla). 0

Observacdo. Dada uma v.a. discreta X, vimos que (i) EX < 0o < Y |z|P(X =z) < oo (por
defini¢do) e (ii) E|X|, quando existe, é > |z|P(X = z) pelo teorema acima. Logo, EX < co <
E|X| < 0.

Exemplo. Sejam X, Y v.a’s independentes com X ~ Poisson(A;) e Y ~ Poisson(Ag). Vamos calcular
E[X?],E[XY]e E[X +Y].
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(i) Pelo teorema,

> lg@)px(z) =] k%—mf}
= ke M1
k; (k—1)!
S e M e N
L= k=D = k=D

= M[EX +eMe™]
=M\ +1)eR.
Logo, X? tem esperanca finita e, como seus valores possiveis sao nao negativos, F[X?] =
A1(Ar +1).
(ii) Pelo teorema,

S Y lo(e )y (e0) = 3 Y kiPX = k.Y = j)

k=0 37=0
_ i - k -e—)\l)\illﬁe—)\g)\j?
- A T
k=1j=1
0 )\k 0 b
=3 ke ML je 2
= [ k! = g!
[e'S) )\k
=X > keMh
k=1 k!
=M € R,
logo XY tem esperanca finita e F[XY] = Ay pois os valores possiveis de XY sdo nao
negativos.
(iii) Temos, pelo teorema, que
DX gz y)lpxy(zy) =D > (k+)P(X =k Y =)
x oy k=0 j=0
=D kY PX=kY=5)+>j> jPX=kY =)
k=0 j=0 j=0 k=0
= Z kpx (k) + ijY<j)
k=0 j=0
=X+ EBY
=AM+ X E R,

logo X +Y tem esperanca finita e E[X + Y] = EX + EY = \; + A pois os valores possiveis
de X 4+ Y sao nao negativos.

Teorema 4.3 (Propriedades da esperanca). Sejam X e Y v.a’s definidas em (92, A, P) com EX, EY <
oo. Temos

(a) PIX=¢)=1 = EX=¢cVceR
(b) ElcX] <0 e ElcX]=cEX,VceR
(c) FIX4+Y] < e E[X+Y] = EX + EY. De maneira geral, dados ¢i,...,¢, € R e
FEX,,...,FX, < oo, entao
Elen X1+ 4+, X, = ZciEXi < 0

(d) Se P(X > Y) =1, entdo EX > EY e EX = EY & P(X =Y) = 1. Em particular,
P(X>0) =1 = EX>0
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(e) |EX]| < E[X].

Demonstracao.
(a) Temos » _ |z[p(z) =|¢| < oco.. EX = ¢ < 0.
T

(b) Temos Y _ |exz|p(z) = |c| Y _ |z|p(z) < 0o .. E[cX] = cEX < .

(¢) Temos
Z Z|C1$1+ ey |P(Xy=21,..., X, = xp)

<Z|c1x1|z ZP Xi=w1,...,. Xp=2,) + +Z|cnxn|z Y P(Xy=m,...,X,

Tn—1
:|cl|2|x1|PX1:x1) et fen] D @ P( n::):n)<oo.

1 Tn

ZCZXZ] = ZC@EX,L < 00.
(d) Se P(X >Y) =1, entao z; > y; para todo par de valores possiveis (z;,y;). Dal,
EX =) zP(X=2)>) yP(X =2)>) yPY =y) = EY.

Logo, E

Se P(X =Y) =1, entdo X e Y tém o mesmo conjunto de valores possiveis e P(X = z) =
P(Y =y). Logo, EX =Y, 2P(X =x2) =Y, ,yP(Y =y) = EY. Se EX = EY, devemos ter
X eY com o mesmo conjunto de valores possiveis e P(X = z) = P(Y =y).

) [EX] = chp <> lzlp(z) = E|X].

]

Teorema 4.4. Seja X v.a. definida em (2, A, P) tal que P(|X| < M) =1, M € R. Entdo EX < o0
e |[EX| < M.

Demonstracdo. Seja x valor possivel de X. Se |z| > M, entdo P(|X| > M) > P(X =z) > 0. Mas
P(IX|>M)=1—-P(|X| < M) =0. Logo, |z| < M e, assim,

> lzlpx(z) <MD px(z) =M < oo,

ou seja, KX < oco. Por fim,
|[EX| < E|X| < EM = M.
m
Exemplo. Se X ~ B(n,p), entdo EX = np, como vimos. Outra maneira de calcular FX seria
tomar X; ~ B(1,p),i=1,...,ne S, =X1+---+ X, ~ B(n,p). Entdao ES, = E[X;+---+ X,| =
> EXi = np.
Exemplo. Seja X ~ Hgeo(N,m,n). Temos

(D0
s (k) = O O k=01,

-

Poderiamos calcular E'S,, pela definicdo, mas isso seria trabalhoso e complicado; vamos proceder de
outro modo. Sejam X; v.a’s indicadoras da presenca do objeto de tipo i. Temos, entao,

px, - W)
0

Observacdo. Vimos que EX, EY < oo implica E[X +Y]| = FX + EY. Contudo, o mesmo nao vale
para E[XY]. De fato, sejam X,Y v.a/s com px(—1) =1/2 =px(1) e Y = X. A f.p. conjunta de

n
—,=1,2,...,n.
sz ) &y y TV

Logo, ES, =%, EX; = mn/N.
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X e Y pode ser representada como

X\Y | -1 1 | px(x)
-1 /2| 0 1/2
1 0 [1/2| 1/2

prly) [ 1/2]1/2] 1

Temos EX = —1/2+1/2=0= EY mas E[XY] =1/2+1/2=1+# EXEY. E importante notar
que X e Y nao sao independentes!

Teorema 4.5. Sejam X e Y v.a’s definidas em (2,4, P) com EX,EY < oo. Se X e Y sao
independentes, entao E[XY] < oo e E[XY] = EXEY.

Demonstracao. Temos
ZZ|$ylpxy z,y) Zlﬂﬁlpx ) lylpy (y) < o0
Y

pois FX, EY < oco. Dal, segue que

= (%: wpx(fﬂ)) (Zy: ypy(y)> = EXEY.

[
Observacao. Note que a reciproca deste teorema é falsa! O exemplo anterior é um contraexemplo
disso.
Teorema 4.6. Seja X v.a. inteira ndo negativa, i.e., com conjunto de valores possiveis {0, 1,2, ... }.
o0 oo o0
Entdao EX < 00 & Y P(X > 1) < 00 ¢, nesse caso, EX =) P(X >z) =Y 1- Fx(z)

r=1 =1

Demonstracao. Temos que FX < oo se, e s0 se,

mewzfpm Zm +im@+m:§i@uF§PMZM<m

em que a segunda igualdade vale pois a convergéncia ¢ absoluta. Dai, quando existe, £ X ¢é dada
por

ST P(X 2 k)= Y1 Fx(

]
Exemplo. X ~ Geo(p) é inteira nao negativa, logo
EX=Y PX>k =Y 1-Fxk)=> (1-p*=1/p.
k=1 k=0 k=0

Exemplo. Sejam X, Y ~ Geom(p) e W = min{X,Y}. Temos W inteira ndo negativa e

0,w<1
Fy (w) = {1 — (1 —p)2) > 1
Logo,
EW:il—Fw(l@):i(l—p)%: ! __
k=0 k=0 1- (1 - p)2 2p — p2 p(2 - p)

4.2 Momentos

Definicdo 4.7 (Momentos e varidncia). Sejam X v.a. e k € N. Se E[X*] < oo, dizemos que X tem
momento de ordem k e chamamos E[X*] de momento de ordem k ou k-ésimo momento de X.
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Quando X tem momento de ordem k, chamamos E[(X — b)*] de momento de ordem k em torno
de b,Vb € R. Em particular, se k =2 e b= EX, temos
E[(X — EX)?) := Var(X) = 0% e y/Var(X) :=ox

a variancia e o desvio-padrao de X, respectivamente. 2 comum denotar também EX = p.

Proposicao 4.8 (Propriedades dos momentos). Os momentos de uma v.a. satisfazem as seguintes
propriedades.

(P1) Se X é v.a. com momento de ordem 7, entdao X tem momento de ordem k para todo k < r.

(P2) Se X e Y sao v.a’s com momento de ordem 7, entdo X + Y também tem momento de ordem
r e, de maneira geral, se X1,..., X, sd@o v.a/s com momento de ordem r, entao X; +---+ X,
também tem momento de ordem 7 e, se F[X?] < oo, entdo Var(X) < oo.

eja X v.a. com segundo momento fnito. Entao
P3) Seja X d finito. Enta
(i) Var(X) >0
(i) Var(X) = F[X? — EX?

Demonstracao.

(P1) Da definicdo de esperanca, temos E[X"] = Y a'px(z) < 0o e essa série converge absoluta-

mente. Logo, podemos deriva-la, obtendo os demais momentos.
(P2) Note que E[Y"] < 0o = E[(=Y)"]| = (=1)"E[Y"] < 00, logo —Y tem momento de ordem k.
Note que
E[X?] <00 = EX <0 = E[(EX)* = EX?,
logo EX tem segundo momento finito; como X e EFX tém segundo momento finito, entao
X — EX também tem e Var(X) < oc.
(P3) (i) Temos
Var(X) = E[(X — EX)*] >0
pois (X — EX)? é ndo negativa.
(ii) Temos

Var(X) = E[(X — EX)?] = E[X? - 2XEX + EX?|
(X% - 2EXEX + EX?
2

(X% — EX2.

E
E

(iii) Note que
PX=c¢)=1= P(X’=)=1= EX= Va(X)=->=0.
Reciprocamente,
Var(X) =0 = E[(X —EX)’|=0 = > (v, —EX)’P(X =x;) =0

>0 >0
— r,=FEX,;i=1,2,...
= FEX = c é o tnico valor possivel de X
P(X=¢)=1
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(iv) Temos
Var(X +¢) = E[(X +c— E[X +))) = E[(X + ¢ — EX —¢)?]
= E[(X — EX)?]
= Var(X),Vc € R.
(v) Temos
Var(cX) = E[(cX — E[cX])?] = E[*(X — EX)? = ¢*Var(X),Vc € R.
(vi) Temos
Var(X +Y) = E[(X +Y — E[X + Y])?]
E[(X+Y — EX — EY)?]
E[(X —EX)*+ (Y — EY)*+2(X — EX)(Y — EY)]
Va (X) + Var(Y) +2E[(X — EX)(Y — EY)).

Exemplo. Seja X ~ B(n,p). Temos
= > K <n>p’“(1 —p)"*
im0 \k
= S k(k = 1)+ k][ Jp 0 —p) "
k=1 k
2

- 1) (Z)p’“(l —p)" T+ kil k(Z)ﬂ“(l —p)nk

2\ . e
=np+n(n — 1)p* Z(k, 2)1?'“ 2(1—p)2 2

k=2
=np +n(n — 1)p*
=np(1 —p) +n’p® - Var(X) = n*p? +np(1 — p) — n’p* = np(1 - p).
Exemplo. Seja X ~ Geom(p). Temos

= i_o: kz])(l - p)kil = pZ[(k} —1)+ 1]2(1 _ p)kfl

Dai,

Definicdo 4.9 (Covariancia). Sejam X,Y v.a’sem (Q, A, P) com E[X?], E[Y?] < co. A covaridncia
de X e Y é definida por
Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = oxy.

Proposicao 4.10 (Propriedades da covaridncia). Sejam X,Y, X,...,X,,,Y:,...,Y,, v.a’s com se-
gundo momento finito. Temos
(i) Cov(X,Y) = E[XY]—- EXEY
(il) Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
(iii) Cov(X,X) = Var(X)
) OV(cX Y) =cCov(X,Y) = Cov(X,cY),Vce R

(iv
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(v) Cov (zn:XuiY]) = zn:iCov (X:,Y))

i=1 j=1 i=1j=1

Demonstracao.
(i) Temos
Cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)| = E[XY — XEY — YEX + EXEY]| = E[XY] — EXEY.
(ii) Note que
Cov(X,Y) = E[XY] — EXEY = E[YX] — EYEX = Cov(Y, X).
(iii) Temos
Cov(X, X) = E[X?] — EX? = Var(X).
(iv) Basta notar que
Cov(cX,Y) = E[cXY] — E[cX]|EY = cCov(X,Y) = Cov(X,cY).
(v) Por fim, temos

Cov (ZXZY)E e[S

= >3 BIXY)] - EX.EY;

m

2.

J=1

O
Proposicao 4.11. Sejam X1,..., X,, v.a’s com esperanca finita. Entao
n n n—1 n
Var (Z Xi) =) Var(X;) +2> > Cov(X;, X;).
i=1 i=1 i=1 j=i+1
Demonstracao. Usando a proposicao acima, temos
n n n n n n n—1 n
Var (Z XZ») =Cov > X;,> X, | =Y. Cov(X;, X;) => Var(X;) +2)_ > Cov(X;, X)).
i=1 =1 j=1 i=1j=1 i=1 i=1 j=i+1
m

Observacdo. Note que se X e Y sdo independentes, entao Cov(X,Y) = F[XY] - EXEY =0e, se
Xq,..., X, sdo independentes, entao Var (Z Xi> = Z Var(X,

i=1

Definicdo 4.12 (Correlagdo). Se Cov(X,Y) =0, entdo X e Y sao ditas ndo-correlacionadas.

Note, em particular, que se X e Y sdo nao-correlacionadas, entdao Var(X +Y) = Var(X)+ Var(Y).
Ademais, se X e Y sdo independentes entdo elas sdo nao-correlacionadas, mas a reciproca é falsa!
Intuitivamente, X e Y serem independentes significa que nao existe nenhuma relagao entre as duas
v.a.’s; por outro lado, como veremos mais a frente, as duas v.a.’s serem nao-correlacionadas significa
que nao existe relagao linear entre ambas.

Exemplo. Seja S,, ~ Hgeo(N,m,n). Vimos que S, é a soma das varidveis indicadoras X;, com
EX; =n/N e ES, = mn/N. Como X? = X;, entdao F[X?] = n/N e Var(X;) = n/N(1 —n/N).
Ademais, dados 1 <1 < j < m, entao
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Logo,

n n—1 n* n n-N
Cov(X;, X;) = = _r_n, noA
ov( )N NI NN NN-D
e, dai,
m—1 m
Var (S, Z\/ar D+2> 0 Y Cov(Xy, X;)
=1 j=1+1
n—N
— 1——)+2 o
N( >+ Z N "N(N —1)
mn(l n>+2 mn n—N( 1)+n n—N m(m-—1)
_ - —(m — - . .
N N N N(N_1) N NN 1) 2

mn (N = n)(N = m)
N N(N —1)

Definicao 4.13 (Coeficiente de correlacdo). Sejam X, Y v.a's em (2, A, P) com varidncia finita e
positiva. O coeficiente de correlacao entre X e Y é definido por
Cov(X,Y Cov(X,Y

\/Var(X)\/Var(Y ox0y

Observacdo. Note que X, Y sdo nao-correlacionadas se, e s6 se, p(X,Y) = 0. Além disso, se X,Y
sao independentes, entao p(X,Y) = 0.

Teorema 4.14 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Sejam X,Y v.a’s com segundo momento finito.

Entao
E[|XY]] </ E[X?E[Y?],

com igualdade se, e s6 se, P(Y =

aX) =1, para algum a € R.

Demonstracdo. Se E[X? =0 ou E[Y?] =0, entao P(X =
]. Se E[X?],F

P(XY =0)=1e E[XY]=0= E[X?E[Y?

E

)=1ou P(Y =0) =1, de modo que

0
[Y2] > 0, temos

>0

( x| 1Y )
VEIX?2 B[V
eo_o PRI

E[X?E[Y?]

XY < \/EX?EY?)

2
0

A igualdade ocorre se, e s6 se,

( X id )zl@P(|Y|:E[Y2} ):1
JEX?  JEY? JEX?|X]
E[Y?]
S PY=aX)=1la== E[XQ]GR'

Proposicao 4.15. Sejam X,Y v.a’s com variancia finita e positiva. Entao
(i) [p(X,Y) <1
(i) [p(X,Y)] =1« P(Y =aX +b) =1, para algum par a,b € R. Nesse caso, p(X,Y) = 1 se
a>0ep(X,Y)=—-1sea<0.
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Demonstracao.
(i) Temos

[BI(X = px)(Y = )] < BI(X = px) (Y = )] < EIX = pux)2IBI(Y = oy )?],

ou seja,

|Cov(X,Y)| <oxoy & [p(X,Y)| < 1L
(ii) Se p(X,Y) = £1, entao
Cov(X,Y) = toxoy

— E[(X — ux)(Y — py)] = £/ E[(X — ux)?E[(Y — py)?]
= PY —py =a(X — px)) =1,

ou seja,

E[(Y — py)?]
P(Y =aX +0) = 1,a:j:JE[(X_MX)2],b:uy—a,uX.
Se P(Y = aX +b) =1, entdo uy = aux + b e 02 = a’0%. Logo,
Cov(X,Y) = B[XY] — puxpy = E[X(aX +b) — px(apx +b)] = ac%,
de modo que

2 lL,a>0
pxy) = T e
oxlalox | —1,a<0

X e Y. Entretanto, a reciproca é falsa! Por exemplo,
p(X,Y)=0

PY=X)=1 =
X,Y nao independentes

Observe que, nesse caso, a dependéncia entre X e Y nao é linear.

4.3 Exercicios - esperanca e funcoes de v.a.s discretas
1. Seja X uma v.a. com func¢ao de distribuicao dada por:

0,z < —2

1/8,—2<z<1

Fx(z)=145/8,1<z <2

7/8,2<x <4
l,z>14
Determine:
a) a fungao de probabilidade de X;
b) EX.
Solucao.
a) Temos
1/8, 2 =—2,4
px(z) =3%1/2,z=1
1/4,2 =2
b) Temos
EX =-2/8+4/8+1/2+2/4=5/4.
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Observacdo. Como mencionamos, note que p(X,Y) é uma medida do grau de dependéncia linear
entre X e Y: p(X,Y) = +1 indica alta linearidade entre X e Y, com p(X,Y) > 0 indicando que
Y cresce quando X cresce e p(X,Y) < 0 indicando que Y decresce quando X cresce; p(X,Y) = 0
indica auséncia/fraca de linearidade entre X e Y. Se X e Y s@o independentes, entdo elas sao
nao-correlacionadas pois nao existe nenhuma relagado (em particular, nenhuma relagéo linear) entre



I 0

2. Seja X uma v.a. com funcao de probabilidade dada por:

1 _
px(gj): W,$—:t1,:t2,
0, c.c.
a) Calcule Y |z|px(x).
€L
b) Mostre que EX nao existe.
Solucdo.
a) Temos
> felpx(a) = 5 30 oty = o0
X )
z€Z, 2 ;7 |zl +1
b) Como a série acima diverge, nao existe £X.
]
3. Seja N um nimero inteiro positivo e seja p a funcao definida por
. i, re {12, N}
0, c.c.
a) Mostre que p é uma funcao de probabilidade.
b) Seja X v.a. com f.p. p; calcule EX.
Solucdo.
(a) Temos p(x) > 0 para todo = € R, o conjunto {1,2,..., N} é finito e
i\’: 2z B
=1 N(N + 1)
(b) Temos
N 22
2N + 1
; [#lp() E N r1) 3
]
4. Suponha que X se distribui uniformemente em {1,..., N}. Determine EX e E[X?].
Solucdo. Temos
N
x N N+1 1
EX =) —=
2N
¢ N 2
> (N+1)(2N + 1)
EX? = —
;52:21 N 6
]
5. Suponha que X tem distribuigdo binomial de pardmetros n =4 e p. Obtenha Elsin(7.X/2)].
Solucdo. Temos
Elsin(rX/2)] Zsm nx/2) < ) “(1—p)** =4p(1 — p)(1 — 2p).
]
1
6. Suponha que X tem distribuicao de Poisson de parametro \. Determine E[m]
Solucdao. Temos
> 1 AT e 1—e?
1/(14 X)) e M= (er 1) =
E[1/(1+ 3 i CARE Y )\
]

7. Seja X uma variavel aleatoria com distribuicdo geométrica de parametro p e seja M > 0 um
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numero inteiro positivo. Determine a esperanca das seguintes v.a.s:
a) Z =min(X, M)
b) W = max(X, M).

Solucao.
a) A esperanga é

> [min(z, M)[p(1 —p)*~" = > min(z, M)p(1 —p)*~" = 5
=1 =1
apoés algumas simplificacoes.

1—(1-p™

b) A esperancga é

> Imax(z, M)|p(1 —p)*" = Y _ max(z, M)p(1l —p)*~ = M + e
=1 =1
ap6s algumas simplificacoes.

8. Em ensaios de Bernoulli independentes, com probabilidade p de sucesso, sejam X o ntimero de
ensaios até a ocorréncia do r-ésimo sucesso e Y o numero de fracassos anteriores ao r-ésimo
sucesso. Determine £FX e EY.

Solucdao. Note que X = Y7 | T;, sendo T; ~ Geo(p), i = 1,2,...,r. Dai, EX =r/p e, além
disso, Y = X —r,ouseja, Y =37 T, —r. Logo, EY =r/p—r=1r(1—p)/p. ]
9. Seja (X,Y) um vetor aleatério com fungao de probabilidade conjunta dada por:
p,r==xl,y=0
pxy(z,y)d1—2p,x=0,y=1
0, c.c.
onde 0 < p < 1/2. Verifique que E[XY]| = EXFEY, mas X e Y nao sdo independentes.

Solucdo. Temos

E(XY) = Z nypX,Y(xay) = 0.

rz=—1y=0
Ademais, EXEY = 0(1 —2p) = 0 = E(XY). Ora, mas P(X = 0,Y = 1) = 1 — 2p #
(1-2p)*=P(X =0)P(Y =1), logo X e Y nao sdo independentes. O

4.4 Exercicios - variancia e covariancia

1. Suponha que X se distribui uniformemente em {1,..., N}. Determine Var(X).

Solucdo. J4 sabemos que EX = (N +1)/2 e EX? = (N + 1)(2N + 1)/6, logo Var(X) =
(N2~ 1)/12. O

2. Considere a seguinte funcao:

)

=) /e eN
plz) = { /
0, c.c.

onde ¢ é um numero real positivo e r um ntmero inteiro positivo.

o
a) Mostre que Z =02 converge. Conclua que p é uma funcio de probabilidade com ¢ =

=1

i =+,
r=1

b) Seja X uma v.a. com fungao de probabilidade p. Mostre que E[X"] é finito, mas X nao tem
nenhum momento de ordem maior do que .

Solucao.
a) A convergéncia dessa série é garantida pelo teste da integral. Portanto, como o produto

69



de 1/c por essa série deve ser igual a 1, segue que ¢ é igual a essa série.

b) Temos
, 131
E(X") = Z — < 00,
x?
=1
logo X tem momento de ordem r. Note que se k > r, entdo a série que aparece em

E(X*) diverge pois é uma p-série com p = —k + 17y < 1.

]

3. Em ensaios de Bernoulli independentes, com probabilidade p de sucesso, sejam X o ntimero de
ensaios até a ocorréncia do r-ésimo sucesso e Y o numero de fracassos anteriores ao r-ésimo
sucesso. Determine Var(X) e Var(Y).

Solucdao. Temos
= n—1 .
By = ("o
r
-E(Z -1
S =1)
1
)
p p
sendo Z ~ BN(r + 1,p). Dali,
1—
Var(X) = r( 5 p)
p
Como Y = X — r, temos Var(Y) = Var(X). O

4. Suponha que X e Y sao duas v.a’s independentes tais que F[X1] =2, E[X?| =1, E[Y?) =1e
EY = 0. Determine Var(X?Y).

Solucdo. Como X e Y sdao independentes, temos Var(X?Y) = FE(X")E(Y?) —
B(X2)2E(Y)? = 2. O
5. Sejam Xi,..., Xn v.a/siid. com média y e variancia 0% e seja X = S,,/n, onde S, = X; + -+
X,. (Se X, ..., X, tém funcdo de distribuicao F', dizemos que eles sdo uma amostra aleatéria de

tamanho n da v.a. X, cuja fun¢do de distribui¢do é F, e X é chamada média amostral.) Mostre

que:

a) E[X]=p
b) Var(X) = o?/n
¢) E [, (Xi - X)?| = (n—1)o?
Solucao.

a) Temos

E(X) = E(Su/n) = npu/n = p
b) Temos
Var(X) = Var(S, /n) = Var(S,)/n* = o?/n.
¢) Temos

27'L
:n02+2nu2+02—ﬁZE (X -+ X))
=1

= (n—1)o?
O
6. Suponha que tenhamos dois baralhos de n cartas, cada um com as cartas numeradas de 1 a n.

Utilizando-se estas cartas forma-se n pares, de tal forma que cada par contendo uma carta de
cada baralho. Dizemos que ocorre um encontro na posi¢ao ¢ se o par ¢ ¢ constituido de cartas de
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10.

5

mesmo numero. Seja S, o numero de encontros. Determine:

a) E[S,]

b) Var(S,)
[Sugestoes: paracadai = 1,2,...,n, considere a v.a. X; definida por X; = 1 se ocorre um encontro
na i-ésima posicao e X; = 0 caso contrario. Assim, S,, = X+ - -+ X,,; use os seguintes resultados:
para cada i,j = 1,2,...,n, tem-se que P(X; =1) =1/ne P(X; =1,X; =1) =1/n(n —1) se
i#]]
Solucao.

a) Segue da linearidade da esperanga que E(S,) = 1.

b) Usando que E(X;X;) = 1/n(n — 1) para todo i # j, temos que

(n—1) 1

n
Var(S,) =2- 5 .n(n—l) = 1.

]

Sejam X, X, e X3 varidveis aleatérias independentes tendo variancias finitas e positivas 0%, 03 e
o3, respectivamente. Obtenha a correlacio entre X; — Xo e X5 + X3.

Solucdo. Temos
COV(Xl — XQ,XQ + Xg) = E[(Xl — XQ - E(Xl — XQ))(XQ + X3 — E(X2 + Xg))] = —O'g
ap6s varias simplificagoes. Dai, como Var(X; — X5) = of + 05 e Var(X, + X3) = 05 + 03,

obtemos )
05

p(X1 — Xo, Xo + X3) = — \/(a% o+ ag).

]

Suponha que X e Y sdo duas v.a’s tais que p(X,Y) = 1/2, Var(X) = 1 e Var(Y) = 2. Obtenha
Var(X —2Y).
Solucdo. Temos 1/2 = Cov(X,Y)/v/2, logo Cov(X,Y) = v/2/2. Dai, segue que
Var(X —2Y) = E[(X —2Y)?] = Var(X) + 4Var(Y) — 4Cov(X,Y) = 9 — /2.

m
Uma caixa contém 3 bolas vermelhas e 2 pretas. Extrai-se uma amostra sem reposicao de tama-
nho dois. Sejam U e V' os nimeros de bolas vermelhas e pretas, respectivamente, na amostra.
Determine p(U, V).
Solucdo. Temos U ~ Hgeo(5,3,2) e V ~ Hgeo(5,2,2). Dai, Var(U) = 9/25 e Var(V) = 9/25.
Ademais, Cov(U, V) = —9/25 e, portanto, p(U,V) = —1. O

Suponha que uma caixa contém 3 bolas numeradas de 1 a 3. Seleciona-se, ao acaso e sem
reposicao, duas bolas da caixa. Sejam X o ntmero da primeira bola e Y o niimero da segunda
bola. Determine Cov(X,Y) e p(X,Y).

Solucdo.  Temos E(XY) = 11/3 ¢ E(X)E(Y) = 4. Logo, Cov(X,Y) = —1/3. Como
Var(X) = 2/3 = Var(Y), segue que p(X,Y) = —1/2. O

Variaveis aleatorias continuas

Vimos situa¢oes em que as v.a.s representavam o numero de “objetos” ou “coisas”. Entretanto, ha
muitas situagoes (tanto tedéricas quanto praticas) em que a v.a. natural a se considerar é “continua” num
certo sentido, e.g. o tempo que decorre até a recuperacao completa de um paciente com determinada
doencga.

Definicdo 5.1 (V.a. continua). Uma v.a. X em (9, A, P) é dita continua se P(X = x) = 0,Vz € R.
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Recordando das propriedades da f.d. de uma v.a., temos o seguinte fato.
Proposicao 5.2. X é v.a. continua se, e so se, Fix é continua.

Demonstracao. Dado x € R,
0=P(X =2z)=Fx(z) — Fx(z7) & Fx(z") = Fx(z) = Fx(z7).
O

No caso de v.a.’s continuas, podemos trocar os sinais < e < a vontade nos calculos de probabilidades.

Exemplo. Considere o experimento de escolher um ponto ao acaso no circulo de centro na origem
e raio R > 0 (jogar um dardo). Vimos que, nesse caso, um espago de probabilidade adequado é
(Q, A, P) com

Q={(z,y) e R?: 2> +y* < R*}, A = B*(Q)
e P: A— R tal que

Py = [ ;demy,\m €A

Podemos definir a v.aa. X : @ — R por X(w) = X((z,y)) = V22 + y%. Note que, dado z € R,
temos {X =2} =0sez<0Oouz>Re{X=z}={(r,y) € Q:22+y>=2*}se0<2<R
Logo, P(X = z) = 0,Vz € R, ou seja, X é v.a. continua. Por outro lado, {X < 2z} =0 se 2z < 0,
(X<z}={(z,9) €Q: 22+ y* <2’} se 0<2< Re {X <z} =Qsez> R. Logo,

0,2<0
Fx(2)=<{2*/R*0<2<R
1,2> R
Em particular, se 0 < a < b < R, entao
b — a?
Pla< X <b)=Fx(b) — Fx(a) = IE > 0.

R

Figura 3: Gréfico da f.d. anterior

Definicdao 5.3 (Funcdo de densidade). Uma funcao f: R — R tal que
(i) f(z)>0,Vz eR

(id) /R flo)de =1

¢ dita funcao de densidade de probabilidade ou apenas densidade.
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Definicdo 5.4 (Func3o de distribuicdo). Uma fungao F' : R — R tal que
Flz) = /x f(t)dt, Ve € R

para alguma densidade f ¢ dita fungao de distribuicao (absolutamente) continua. Dizemos
ainda que f é a densidade de F.

—

Observacdo. E possivel, mas complicado, construir exemplos de funcdes F' que sejam continuas
mas nao tenham densidade. As que tém densidade sdo chamadas de absolutamente continuas.
Aqui nao faremos distingao, pois os casos nao absolutamente continuos sao raros; sempre que nos
referirmos a uma f.d., estard implicito que ela é absolutamente continua.

Outro ponto importante é que dada F', a densidade f nao é unica, ja que F pode nao ser deriva-
vel. Contudo, os pontos onde F' nao ¢ derivavel (ou onde f nao é continua) formam um conjunto
enumeravel, de maneira que a integral nao se altera. Em geral é comum tomar f como

Fla) = {g"’(zl,.vx eR:3F(z)

Definicdo 5.5. Uma v.a. X definida em (€2, A, P) é (absolutamente) continua se sua f.d. Fy é
(absolutamente) continua, i.e., se Fx(z) = / f(t)dt,¥Yz € R para alguma fun¢io de densidade
f := fx, chamada densidade de X.

Observacao. Como no caso discreto, podemos nos referir tanto a Fx quanto a fx quando dizemos
“distribuicao”, devido a relagao biunivoca entre ambas as fungoes. Além disso, se X é v.a. continua
com densidade fyx, entao dados a,b € R quaisquer com a < b, temos

b
Pla < X <b) = Fx(b) — Fx(a) = / Fx()de,
ou seja, P(a < X < b) é a drea da regiao A.

T e B o R . e ~F T

Figura 4: Gréfico obtido de [2].

Exemplo. No exemplo do dardo acima, vimos que
0,z <0
Fx(z)=<2*/R?,0<z <R
l,x >R



Logo, a densidade f de X é

0,r <0

Ix(@)=<22/R?0<z<R

0,z > R
Note que ndo existe F'y(R), pois Fy (R) =2/R # 0 = F (R), ou seja, f ndo é continua em R.
Assim, sem perda de generalidade, tomamos f(R) = 0, de modo que

20/R20<z < R
fx(z) = { /
0, c.c.

x
e ainda vale Fy(x) = / fx(t)dt,Vz € R.
— 0o
Observacio. E importante notar que hé v.a’s que nio sdo nem continuas nem discretas, chamadas

mistas. Por exemplo, a v.a. X com f.d. Fx dada pelo grafico abaixo nao é continua, pois Fx é
descontinua em a; entretanto, X tampouco é discreta, pois F'x nao ¢é do tipo escada.

o F(+%) =1
F (x+)—F (x—)=P (X = x)
F(x-) J/
F (—=) =0
y -0 X

Figura 5: Gréafico obtido de [2].

Definicao 5.6. Seja X uma v.a.; dizemos que
(i) X ¢é simétrica em torno de 0 se P(X > z) = P(X < —z),Vz € R, ie., X e —X tém a mesma
distribuicao;
(ii) X é simétrica em torno de p se existe p € R tal que P(X > u+2) = P(X < p—z),Vr € R.

Teorema 5.7. Seja X v.a. continua com densidade f. Entao X é simétrica em torno de 0 se, e s
se, f é par; nesse caso, f ¢ densidade simétrica. De modo geral, X é simétrica em torno de p € R
se, e 80 se, f(u+x) = f(u— x). Nesse caso, f é densidade simétrica em torno de p.

Demonstracao. Provamos em torno de 0. Se f é par, entao
—T —T

POXza)= [ fwdr= [ sy = [ " fly)dy = PX < —a)

— 00
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1 /= 1
=5 [ @y [y
1 1
= §P(X <zx)+ §P(—X > —x)
= P(X <),
ou seja, X tem densidade g simétrica. A demonstracao do caso geral é analoga, substituindo = por
x4+ . O

Observacao. E possivel mostrar que o resultado acima vale também para v.a.s discretas; além disso,
note que se X ¢é simétrica em torno da origem entdao F'(0) = 1/2 e, se X ¢é simétrica em torno de u,
entdo F'(pu) = 1/2. De maneira geral, se X é simétrica em torno da origem entao

F(—x) :/_: f(y)dy=/woo f(—y)dy=/;o f(y)dy=/_o; f(y)dy—/_: f(y)dy,
ou seja, F'(—z) =1— Fx(z),Vx € R.

5.1 Exemplos classicos de distribuicGes continuas

Exemplo (Uniforme continua, X ~ U(a,b)). Dizemos que X é uma v.a. continua com distribuicao
uniforme no intervalo (a,b) se tem densidade dada por

1 a<x<b

0, c.c.
Note que f(x) > 0,Vz € R e / f(z)dz =1. A f.d. F associada a f é calculada como segue:
R
F(z) = / F(t)dt = 0,2 < a

z L T —a
Fw) = | -/ _ <
(x) Oof(t)dt ) b—adt b_a,a_x<b
b

F(x):/z f(t)dt:/ bl dt = 1,2 > b,

—00 a —a

ou seja,
0,z <a
Flz)=3FF2a<x<b
l,x>b
Note também que f(x) = F'(z),Vz € R\ {a,b}.
Exemplo (Exponencial, X ~ Exp())). Dizemos que X ¢é uma v.a. continua com distribuigao expo-
nencial de parametro A > 0 se tem densidade dada por

Ae M x>0
o={y
ou, equivalentemente, f.d. dada por
1 —e 0
Fla) = e x>
0, <0
Note que, de fato, f(z) > 0,Vx € R e que

/Rf(t)dt:/om e Mdt = 1.
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| Ademais, f(z) = F'(z),Vx € R\ {0}.

Observacao. A distribuicao exponencial é utilizada muitas vezes quando a v.a. em questao é um
tempo de espera, e.g. o tempo até que um componente eletronico apresente falhas. Além disso, se
X ~ Exp(A), entdao X tem perda de meméria, i.e., P(X > a+b) = P(X > a)P(X >b),a,b > 0 ou,
equivalentemente, P(X > a + b/ X > a) = P(X > b),a,b > 0.

Demonstracao. De fato, se X ~ Exp()\), entao
P(X>a+0bX >a)
P(X >a)
P(X >a+0b)
P(X > a)
o Aa+b)

P(X >a+bX >a)=

ef)\a

— P(X >b),Ya,b> 0.

Na verdade, a v.a. exponencial é a tinica v.a. continua nao negativa com perda de memoria.

Teorema 5.8. X é v.a. continua com perda de memodria se, e s6 se, X ~ Exp(\) para algum A > 0
ou P(X >0)=0.

Demonstracdo. (<) J4 vimos o caso que X tem distribui¢ao exponencial; se P(X > 0) = 0, entao
P(X >a+b)=0=P(X >a)P(X >b),Ya,b > 0.
(=) Se X tem perda de meméria e P(X > 0) # 0, entdao tomando a = 0 = b segue que
P(X >0)=[P(X >0)? = P(X>0) =1,
ou seja, X é v.a. positiva. Seja F a f.d. de X e defina G(z) = 1 — F(z). Temos G nao crescente,
continua a direita, G(0) = 1,G(+00) = 0 e G(a + b) = G(a)G(b),Va,b > 0. Dai, se c € R e
m,n € R, temos
G(c) = G(c — ¢/m)G(c/m) = G(c — 2¢/m)[G(c/m)]* = - - = G(0)[G(c/m)]™ = [G(c/m)]™,
donde segue que
G(ne) = [G(O)]"
Além disso, temos 0 < G(1) < 1. De fato, se G(1) = 1 entao teriamos
Gn) =[GO)]" = G(+o0) =1,
absurdo. Se G(1) = 0, entdo terfamos

GL/m) =0 = G(0) = G(0") = lim_G(1/m) = lim [G(L]" =0,

absurdo. Logo, como 0 < G(1) < 1, podemos tomar G(1) = e, para algum A > 0. Tomando
c = 1, segue que G(1/m) = e=™ m € N ¢, fazendo ¢ = 1/m, temos G(n/m) = [G(1/m)]" =
e ™ ¥n,m € N. Logo, G(y) = e, Vy € Q. Da continuidade & direita, temos
G(z)= lim G(y)=e VzeR;]
(W)= Jim_Gly) =" Ve € B,

pois Q é denso em R. Dai, segue que F(z) =1 — e,V > 0, ou seja, X ~ Exp()). O

Observacao. Além de tempo de falha, varidveis exponenciais sao uteis para estudar o tempo de
decaimento de uma particula radioativa e, também, no estudo de processos de Poisson e cadeias
de Markov. Ademais, pensando na variavel exponencial como o tempo de falha, a propriedade de
perda de memoria diz que dado que nao houve falha até o tempo a, a probabilidade de que nao haja
falha nas préximas b unidades de tempo é igual a probabilidade incondicional de que nao haja falha
nas primeiras b unidades de tempo. Isso implica que o desgaste de uma peca de equipamento nao
aumenta nem diminui a probabilidade de falha em um dado intervalo de tempo.
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Exemplo (Normal/gaussiana). Dizemos que X é v.a. com distribui¢ao normal padrao, X ~ N(0, 1),
se tem densidade dada por

e_””Z/Q,:JU eR.

1
f(w):m

Demonstracdo. Vamos mostrar que f de fato é densidade. Primeiro, f(z) > 0,Vx € R. Ademais,
vamos verificar que / f(x)dz = 1. Seja g(z) = e /2,2 € R. Note que g é par, continua e nao
R

negativa. Além disso, se x > 1 entdo 0 < g(z) < e~%/? e, entdo,

/ 673‘"2/2de§/ e *?dx = lim e *2dr = lim —2e /2
1 1

a——+oo J1 a——+00 1

= 2¢7 12 ¢ R,

00 e’} -1
logo / e 24z € R. Como g € par, temos / e 2y = / e Pdr e R e, como g é con-
1 —00

tinua em R, temos também / —*24y € R. Logo, / e 24y e R, digamos c. Segue entao

c —/ ’xQ/de/ eV 2dy = // dq:dy —/ / e " 2drdh = 27T/ re”"2dr = 2m,
0

ou seja, ¢ = /2, oisc>().Loo,/ xdx:—/
j V27, p go, [ f(z) %ﬁﬂﬁ(

torno de 0 e, além disso, a f.d. F' associada a f é dada por

— [ ——e P4t r e R
~/—oo vV 2T

Verifica-se que F' nao tem uma forma fechada, mas podemos aproximar seus valores numerica-
mente. Como mencionado antes, temos F(0) = 1/2 =1— F(0) e F(z) =1 — F(z),Vz € R. E
comum também denotar f por ¢ e F' por ® no caso da densidade e da f.d. de uma v.a. normal
padrao, respectivamente. O]

x)dx = 1. Note que f é simétrica em

Observacao. Tabelas de valores para a distribuicdo normal geralmente fornecem as probabili-
dades do tipo P(0 < X < a). De fato, basta apenas esta probabilidade, pois P(X < a) =
1/24+ P(0 < X < a),a > 0 e analogamente para os demais casos.

De maneira geral, dizemos que X é v.a. continua com distribuicio normal de pardmetros y e o2,
X ~ N(u,0?%) (veremos o que esses parAmetros significam mais & frente), se tem densidade dada por

1 _ew?

f(z) = e =7 xeR,

2o
com p,0 € Reo > 0. A verificagao de que f de fato é densidade é analoga ao que fizemos acima,
— p
o

x
bastando apenas efetuar a mudanca de variavel y = . Note também que [ é simétrica em

torno de p.
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H—a M n+a

Figura 6: Gréafico obtido de [2].

As varidveis aleatorios com distribuicao normal ocorrem frequentemente em aplicagoes praticas. A
Lei de Maxwell da Fisica afirma que, sob condigbes adequadas, as componentes da velocidade de
uma molécula de gés estardo aleatoriamente distribuidas seguindo uma distribuigao normal N (0, 0?),
onde o2 depende de certas quantidades fisicas. Entretanto, na maioria das aplicacoes, as v.a’s de
interesse tém distribuicoes que ¢ aproximadamente normal. Por exemplo, erros instrumentais em
experimentos fisicos e variabilidade bioldgica (e.g., altura e massa) foram verificados, empiricamente,
como possuindo distribui¢oes aproximadamente normais. Veremos esse tipo de comportamente mais
adiante.

Exemplo (Gama, X ~ I'(«a, \)). Dizemos que X é v.a. continua com distribuicdo gama de parame-
tros o e A (positivos) se tem densidade dada por

oy [ e
0,2<0

sendo
MNa) = / 2 e dr,a > 0
0

a funcdo gama. Em particular, pode-se mostrar que I'(a) € R% para todo « real positivo, apesar
de nao haver uma forma fechada para a integral. Verificamos que f é densidade.

Demonstracdo. E imediato que f(z) > 0,Vz € R. Ademais, temos

00 o 1 1 oo [(a)
a—1_—Az — a—1y1l—« y*d — 7/ a—1 yd _
/0 ¥ e Mdx /0 Yy AT % 3 1Y Y Jo Yy e Cay e

[ s0rte = [ 2t - 2 T

logo

A fungdo gama possui algumas propriedades, muito tteis nos célculos:

(i) T(1) :/OOO e~dr = 1
(i) r(1/2) = [ f =V [Tt = VNN

(iii) T / z% dr = —xe " +/ az® e dr = ol ()
(iv) ( ) IMNa+1) =al(a) 1mphcam I'n)=(mn—-1,VneN
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(v) T(a+1) = al'(a) e I'(1/2) = /7 implicam
VT g VE L =D YR
F(”/Q)—QnT—l I1( 2j>_2"%12"%1 (%—l)l = on-1 (ngl)!vv € N impar.

J=1

(vi) X ~ Exp(\) & X ~ I'(1,)), ou seja, a distribuigdo exponencial é um caso particular da
distribuicao gama
(vii) se « =m € N com m > 2, entdo a f.d. F de X ~ I'(m, A) tem uma forma fechada:

z )\mym—le—)\y _()\y>m—1e—)\y T T )\m—lym—2€—>\y
/ — W= +/ dy
o (m—=1)! (m—=1!" 1o Jo (m —2)!
B /3; )\m—lym—2e—/\yd B ()\x>m—1e—)\az
“Jo T m-20 YT (-1
m—1 \ k
=1- Z (Az) e x>0,

k!
k=0
em que integramos por partes m vezes. Isso sugere uma conexao com Y ~ Poisson(Az). De
fato, segue do fato acima que P(X < z) = P(Y > m), e essa conexao tem aplicacoes em
processos de Poisson.
Observacao (Construcdo de funcdes de densidade). Seja g : R — R uma fungao tal que g(z) > 0,Vz €
Re / g(z)dz = c € RY.. Logo, se f(x) := g(z)/c,Vz € R, entao f é densidade.
R

1
Exemplo. Seja g(z) = T2 € R. Temos g(z) >0,V € Re
x
/Rg(x)dx = GEIEOO larctanaz _a] =m e RL.
1
Logo, f(r) = 0T é densidade.

Exemplo (Cauchy padrdo, X ~ Cauchy(0,1)). Dizemos que X é v.a. continua com distribui¢ao
Cauchy de parametros 0 e 1 se tem densidade dada por
1
= —> VYV eR
f(z) TR
A f.d. F associada a f é dada por

F(z) = /_a;o fdt = iarctant

x

1 1
= — + —arctanx,Vzr € R.
2 7

Podemos considerar também X ~ Cauchy(u, £), com u real e /3 real positivo, chamada distribuigao
Cauchy de parametros p e 5. Essa v.a. tem densidade dada por

g .
A e N

Verificamos que f é densidade.

Demonstracao. Note que f(z) > 0,Vx € R e que
1 o1 1 1 oo 1
R ™ 7005 1+($gﬂ) v 7001“‘3/

5.2 Funcodes de variaveis aleatérias continuas

Sendo X v.a. continua e g fungdo em R, estamos interessados em determinar a densidade fy de
Y =g(X).
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Exemplo. Seja Y = X2 ie., Y = g(X) com g : R — R tal que g(x) = 2. Note que se y < 0, entdo
Fy(y) = P(Y <y) =0e sey >0, entdo Fy(y) = P(Y <y) = P(X* <y) = P(—/y < X <
V) = Fx(/y) — Fx(—./y). Logo, segue que para y > 0 temos

d

fry) = F&(\/@)CZJ(\/@ - B~V (VD) x(VT) + Fx(—/D)l,

_ L
= NG
ou seja,
_ el (Vi) + Ix(=y)ly > 0
fy(y) = {O:/Z; <0

Essa férmula vale para todo y onde Iy (,/y) existe.

Observacao. Se X é v.a. continua com densidade fy e g é uma funcao discreta, i.e., com imagem
finita ou enumerdvel, entdo Y = g(X) é v.a. discreta.

Exemplo. Se X ~ Exp(1) e Y = Ix<3, ie.,
1,X <3

YIg(X):{0X>3 ’

entdo os valores possiveis de Y sdo 0 e 1. Temos P(Y = 1) =P(X <3)=1—-¢3, P(Y =0) =
P(X >3)=ec¢3eP(Y =y)=0,Yy € R\ {0,1}. Logo,

e 3 y=0
py(y) =q1—e?y=1
0, c.c.

é afp. de Y (discretal).

Teorema 5.9 (Mudanca de variavel). Seja X v.a. continua com f.d. fx tal que fx(z) = 0 para todo
x € I, sendo I um aberto da reta. Suponha que g : R — R seja uma funcao estritamente monotona
e derivavel em I. Entao Y = ¢g(X) tem densidade dada por

o) = 19X (97" ®)) |97 (v)
0,9 ¢ g(1)
Podemos simplificar a notaciao tomando z = g~ (y).

,y €g(I)

Demonstracao. Note que g é derivavel e inversivel em I. Suponhamos g estritamente crescente em
I. Entao g~! é estritamente crescente em ¢(I). Dai, dado y € g(I), temos

Fy(y)=P(Y <y)=P(g(X) <y)=P(X < g 'y) = Fx(g~(y)).

Logo,
el = g [Fxlo™ )] = Fxlo™ ) 3o (07 0)
ou seja, temos -
) = fulg ) jyg-1<y>| |

Se g é estritamente decrescente em I, entdo g~ também o é e, dado y € g(I), temos
Fy(y)=P(Y <y)=Pg(X) <y)=P(X 297 (y) =1~ Fx(g~' (1))

Logo,
frly) = jy 1= Fx(g7'®)] = fx(g7' ) ddy(—g‘l(y)),
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ou seja, temos
d
fr(y) = fold7 (v) dygl(y)‘ :

Exemplo. Sejam X ~ Exp()\) e Y = X'/# 3 € R*. Temos
e ™ x>0
fx(z) = {

0,<0
Ademais, Y = g(X) com g funco da reta dada por g(x) = 2'/%. Note que g é crescente e derivével
m (0, +00) e também
dx

— = By’

y=2'P o=y =
dy

Dai, se y > 0, temos

dx

fr(y) = fx(z) il = Ae™ | By

e, portanto,

A 5*16*”[3, >0
fY(y) = |6|y Y
0,y <0.

Exemplo. Sejam X v.a. continua com densidade fx e a,b € R com b # 0. Se Y = a + bX, entao

y:a+bx(:>m:y_a = d—le
b dy b’
com ¢ fungao da reta dada por g(z) = a+bx estritamente mondtona em R (que é um aberto). Logo,
dadao y € R, temos
—a\ |1
il

Proposicao 5.10. Sejam X v.a. continua e p,0 € R com ¢ > 0. Temos
X —
(i) se Y = 7/;’ entdao X ~ N(u,0?) &Y ~ N(0,1)
o

(ii) se X ~ N(u,0%) e Y =a+bX coma,b € Reb+#0, entdo Y ~ N(a+ by, b*c?)
(iii) se X ~ N(0,1) e Y = =X, entdo Y ~ N(0,1)

fr(y) = fx <y

Demonstracao.
(i) Note que g : R — R dada por g(x) = T ¢ estritamente crescente e derivével na reta. Dai,
o

temos

dz

r=o0y+puy — — =o.

dy

Logo,
1 w=w? 1
frly) = o= T o= =y eR,
2mo 2m
ou seja, Y ~ N(0,1). Reciprocamente, se Y ~ N(0,1) entao
dy 1 1l x—p 2}
@) = (o) |72 | = o= exp| (5
ou seja, X ~ N(u,o?).
(ii) Utilizando o exemplo anterior, temos
~ dx 1 11 ,y—a } 1[y — (a +bp)]?
1
= —| = —exp|—-— —_— )
fr(y) = fx(g7 (y)) a0 s p[ 5520 5 Jﬁalb| [ (0D)?
ou seja, Y ~ N(a + bu,b*c?).
(iii) Note que g : R — R dada por g(x) = —x é estritamente decrescente e derivavel em R. Ademais,
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temos x = —y e dx/dy = —1, de modo que

o _ d‘r o 1 _1 B . o 1 _y2/
fY(y) - .fX(g 1(y)) dy - \/%QXP{ 2( y)2]| 1| - \/%6 27
ou seja, Y ~ N(0,1).

6 Vetores aleatorios continuos

Comecamos com as definicoes gerais, generalizando de maneira natural as definicdes vistas na secao
anterior.

6.1 Definicoes gerais

Definicdo 6.1 (Vetor aleatério). Sejam X1, Xs, ..., X,, v.a/s absolutamente continuas, definidas em
(2, A, P). Chamamos X = (Xi,...,X,,) de vetor aleatério continuo (n-dimensional).
Dito de outro modo, X é vetor aleatério continuo se sua funcao de distribuicao Fl, .. x, € dada por

Fe(T) = P(X1 < 21, .., X < 20) :/_;.--/_;f(ul,...,un)dunmdul,vfeR”,

para alguma funcao f : R” — R fun¢do de densidade n-dimensional, isto é, f(Z) > 0VZ € R e
/ / f(xy,...,x,)dxy - - - dw, = 1. Nesse caso, dizemos que f é funcdo de densidade de X e
R R

denotamos f := f5.

Definicdo 6.2. Seja Fx,  x, afd. de (Xy,...,X,). Para cada k € {1,...,n}, definimos a fungao
de distribuicao marginal de X} por

FXk(xk) = P(Xk S l'k) = g;_>141-£rolz¢kFX1 ..... Xn($1, “e ,xn),{lfk € R

Podemos definir a f.d. marginal de pares, triplas e r-uplas de maneira inteiramente andloga.

6.2 Distribuicoes marginais e independéncia

Caso bidimensional. Seja (X,Y) um vetor aleatério continuo com densidade conjunta f = fxy e
f.d. conjunta ' = Fxy. Temos

F(z,y)=P(X <z,Y <y) = / / f(u,v)dvdu,¥(z,y) € R?
e também
Pla< X <bc<Y <d) :/b/df(x,y)dydx.
De maneira geral, o
P((X,Y) € A) = / /A (@, y)dady, YA € BX(R).
Podemos, ainda, obter as densidades marginais de X e Y. Note que
Fx(z)= P(X <2)= P(X <2,Y €R) = / /OO Flu, y)dydu.
Por outro lado, sabemos que T
Fx(x) = /_; fx(u)du

Logo, como ambas as igualdades valem para todo x € R, devemos ter

Fxlz / Fxy (@, y)dy, Vo € R.

/ / (z,v)dzdv

De maneira analoga, temos
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fry) = /_O:o fxy(z,y)dz,Vy € R.

Sob algumas fracas condigoes de regularidades e para (z,y) ponto de continuidade de f, temos

;;F<x’y) = /_xoo (aay /_yOO f(u,v)dv) du = /_xoo f(u,y)du,

de modo que

92
8x8yF(x’ y) = f(z,y)
e também, de maneira andloga,
92

Exemplo. Sejam X, Y v.a’s continuas com f.d. conjunta F' dada por
0,z <0ey<0
F(z,y) = ft(1—-e),0<2<5ey>0
l—ebr2>5ey>0

Note que
0,r <0
Fx(x) :z}grgoF(x,y) =q2/5,0<x <5
1,z >5
e também
: 0,y <0
Fy(y) = lim F(z,y) = {1 ey >0

Ademais, para todo (x,y) € R* com x ¢ {0,5} e y # 0, temos
5 0,z <0ey<0
—F(z,y)=q%e v, 0<x<5ey>0

dy
evxr>dey>0
e também
2 O,yx<Oey<0
F = ¢
903y (z,y) = 0<r<b5ey>0
O,r>5ey >0
Portanto,
e ¥/5,0<r<bey>0
fX,Y(xay):{ /
0, c.c.
e obtemos
d 1/5,0<x<b
:7F =
fx(x) dx x() {0, c.c.
d eV y>0
— ~Fy(y) = :
fr(y) dy v (y) {O, e

ou seja, X ~ U(0,5) e Y ~ Exp(1).

Exemplo. Seja D = {(z,y) € R? : 22 + y* < R?} e considere o experimento de escolher um ponto
em D. Defina X e Y como as coordenadas do ponto escolhido. Supondo uniformidade, temos que
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a densidade conjunta de X e Y ¢ dada por
127 ‘7“7 y e D
flz,y) = {”R (3]
0, c.c.

De fato, note que dado A C D temos
P(X.Y) € A) = [[ f(x,y)drdy

Da hipotese de uniformidade, temos

XYy e a)= BV [] L inay,

de modo que f tem a forma acima. Para as densuiades marginais, temos que dado —R < x < R,

p VR —a? ] p R? — 2
/Rf(l‘,y) Y /_\/32—1;2 2 TR?
Logo,

oV -z p 0 < R

7TR2 )

0, c.c.

fx(z) = {

e, de maneira analoga,

2Vf25y2,—R<y<R

0, c.c.
D

—-R

\R

Figura 7: Gréfico da regiao D.

fr(y) = {

Queremos agora discutir sobre a independéncia de duas v.a.s continuas. Recorde que duas v.a’s X e
Y sao ditas independentes se estao definidas no mesmo espago (€2, ,P) e, dados quaisquer Ay, Ay € B(2),
vale P(X € A;,Y € Ay)) = P(X € A)P(Y € Ay). Vimos anteriormente que X e Y sdo v.a’s
independentes se, e s6 se, F(z,y) = Fx(z)Fy(y),V(z,y) € R% Um resultado andlogo vale para a
densidade.

Proposicao 6.3. Duas v.a’s continuas X e Y definidas em (2, A, P) sdo independentes se, e sé se,

fxy(x,y) = fx(@) fy(y),V(z,y) € R%



Demonstracdo. Dado (z,y) € R? temos X e Y independentes se, e s6 se,
T Yy
/_ /_ fX,Y(u? U)dvdu = FX,Y(‘Ta y)
= Fx(z)Fy(y)

-(/. fx<u>du) ( [ ' olow)
- / / fx(u) fy (v)dvdu.

Como (z,y) é um ponto arbitrario do plano, devemos ter

fxy(@,y) = fx (@) fy(y),Y(z,y) € R
]

| Exemplo. No dois exemplos anteriores temos X e Y independentes no primeiro mas nao no segundo.

Exemplo (Construcdo de densidade conjunta). Suponha X e Y v.a’s i.i.d. com X ~ N(0,1). Entao
temos

Floa) = @) o) = 5 x| =2

Pode-se verificar, de maneira andloga a densidade da distribuigdo normal, que esta f define uma
densidade; ela é chamada densidade normal bidimensional padrao.

],V(:c,y) c R

Exemplo. Sejam X e Y wv.aa’s com densidade conjunta dada por f(x,y) =

ZEQ — 2y + y2 2 ..
Cexp|———— ,V(z,y) € R®, com ¢ real positivo tal que //Qf(x,y)dxdy: 1. Note
R
que esta ultima integral é complicada de calcular diretamente. Portanto, tomamos uma rota
alternativa para encontrar c¢. Note que

1 z\? 3,
f(x,y)—ceXp[—2 ((3/—2> T )]
Dai, segue que

2 1 2 2 2 2
fx(z) = / f(z,y)dy = ce™™* /8/ exp [—2 (y - g) ]dy = ce /8/ e 2 du = ev/2me 3/ Y e R.
R R R

Ora, mas ¢ deve ser tal que / fx(z)dz =1, logo
R

2 3
C\/27T/ e By =1 — C\/QW—/ e 20y =1 = ¢ = £
R V3 Jr A
Logo,
V3 [ 22— ay + 32

f(x,y):ﬂexp B

e X ~ N(0,4/3). De maneira andloga, Y ~ N(0,4/3) e observamos que X e Y nao sdo indepen-
dentes, pois

],V(x,y) € R?

2 )50 # 10,0 = L2,

Caso n-dimensional. Considere (X7, ..., X,,) um vetor aleatério continuo com densidade f = fx, . x,
e f.d. F = Fx, . x,- As distribui¢coes marginais sdo dadas por

o0 [e.e]
ka<xk) = / e / flxr, ... zp)dey - dag_ydagyy - - - dxy,
—0oQ —0o0
e analogamente para os demais casos. Ademais,
Ty T o) 00
Fx, (x) = / fx, (uw)du = / / . / flzr, .o X1, Uy Tty - oy Ty )dXy -+ - dxg_1dTpyq - - - dxpdu
—0o0 —00 J =00 —0oQ
e analogamente para os demais casos. De maneira geral, se A € B"(R) entao

P(X1, ..., X,) € A) = / /fxl,..., Yz - - da

-----
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Novamente sob algumas condigoes fracas de regularidade, podemos escrever

aTL
L1,y y) = ————F(x1,...,2,),V(x1,...,2,) € R" tal que f é continua.
fa1, ) = o 0) Yo, ) que f
Naturalmente, X, ..., X, sdo independentes se, e s6 se, F'(x1,...,x,) = Fx,(x1) -+ Fx, (z,),V(21,...,2,) €
R™ ou, equivalentemente, se, e s6 se, f(x1,...,2,) = fx, (1) fx, (xn),V(21,...,2,) € R™.

6.3 Funcao de distribuicao n-dimensional

Dada F': R® — R uma funcao, estamos interessados em saber as condi¢oes que F' deve satisfazer
para ser funcao de distribui¢do em R”. Pensando na f.d. unidimensional, as trés condigoes a seguir sao
naturais de serem exigidas.

(F1) F(z1,...,x,) é nao decrescente em cada varidvel, ou seja, se x < y entao
F(zy, .o X1, &, Tty ooy Tn) < F(21, 000 X1, Yy Te1y - - -, ), VE € {1, ... n}.
(F2) F(xy,...,x,) é continua & direita em cada varidvel, ou seja, se ¥, ——— 1z, entao
m—0o0
F(%l, ey =1 Ymy Thg1y+ - - ,JZn) e F(%l, ey T 1, Ty Thg 1y - - - ,xn),Vk c {1, . ,n}.
(F3) Vale
lim F(xy,...,2...,2,) = F(x1,...,—00,...,2,) =0,Vi=1,2,...,n
ZT;—>—00
e também

lim -+ lim F(xy,...,2,) = F(+00,...,400) = 1.

T1—00 Ty, —>00

No entanto, apenas essas trés condicoes nao sao suficientes. De fato, tome F : R? — R tal que
l,Lx>0,y>0ex+y>1
F(z,y) = {

0, c.c.

Note que F' satisfaz as trés condigdes acima, mas supondo que F' fosse f.d. de (X,Y’) entao terfamos

0<PO<X<1,0<Y<1)=PX<1,0<Y<1)—PX<0,0<Y<1)

= F(1,1) — F(1,0) — F(0,1) + F(0,0)
=1—-1—-140
=1,

absurdo. Assim, queremos que dados a; < by e as < by reais, F' seja tal que

0< Plag < X <bj,ay <Y < by) = F(by,b3) — F(by,as) — [F(ay,bs) — F(ay,as)].
De maneira geral, temos a condi¢ao
(F4) Se I = (ar, bi),k =1,2,....,n e Ay, F(x1,...,2,) for definido como
F(x1,. . @ 1,bg, Tpgty -y Tn) — (X1, 000 T, Qy Thi 1, -+ 5 Ty,
entao
Avg AN F(zy, ..o x,) > 0,V = (ag, b, k=1,...,n.

Com isso, definimos

Definicdo 6.4. Uma funcdo F': R" — R que satisfaz (F1), (F2), (F3) e (F4) é chamada fung¢ao de
distribuig¢ao n-dimensional.

Proposicdo 6.5. Dado um vetor aleatério (Xi,...,X,), a fungdo F : R" — R dada por
Fx,. . x,(x1,...,2,) = P(Xy <mq,..., X, <x,),V(r1,...,2,) ER"

define uma f.d. em R".
| Demonstracdo. Basta verificar (F1)-(F4) usando as propriedades da medida de probabilidade. [

6.4 Funcoes de vetores aleatérios

Sejam (X1, ..., X,) vetor aleatério com densidade fx,  x, = f, fungdo de distribuigao Fx,  x, = F
e Z =g(Xy,...,X,),comg: D CR"— R tal que D D Im(Xy,...,X,). Estamos interessados na
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distribuicao de Z. Note que dado z real qualquer, temos
{Z <z} ={(Xy,..., X,) € A},
com

Az:{(xly-..,fﬂn) ER";g(q}l,...,xn) <Z}

Logo,
Fz(2)=P(Z <z)=P((X1,...,X / / flzy,...,xn)dxy - - - dy, = /_Z o(v)dv,

em que queremos verificar quando ocorre a tltima 1gualdade, no caso de ser valida, ¢ = f é a densidade
de Z. Nos restringiremos aqui ao caso n = 2.

Distribuicao da soma. Sejam X e Y v.a’s continuas com densidade conjunta f e distribuigao
conjunta F. Seja Z = p(X,Y) com ¢ : D C R? — R tal que D contém a imagem de (X,Y’). Dado
z € R fixo, temos

{Z <z} ={(X,Y) € A},
com
A ={(z,y) €R*: p(a,y) < 2},
Entao
Fy(z) = P(Z < 2) = P(X.Y) € A) = [[ fla.y)dady.
Considere Z = X + Y, de modo que )
A, ={(z,y) eR? 2 +y < 2}

Dai,
// :Eydxdy—// f(z,y)dydx
= // (x,v — z)dvdx
:/ /f:p,v—xdxdv,
—oo JR
fz(v)
ou seja,

fxav(z /fxz—x

ou, analogamente,

fxiv(z) = /Rf(z —y,y)dy
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Figura 8: Imagem obtida de [2].

Em particular, se X e Y sao duas v.a.s independentes e nao negativas, entao

fxiv(z) = {foz Ix(@)fy(z —x)dr, 2 >0

0, c.c.
Nesse caso, fxiy € a convolugao de fx e fy, denotada por fx * fy.

Exemplo. Sejam X, Y v.a’sii.d. com distribuigdo comum Exp(\). Note que Z = X +Y é v.a. nao
negativa, de modo que fz(z) =0 se z < 0. Para z > 0, temos

fz(z) = / fx(@)fy(z —x)dx = / Ae A \eAE) gy = )\Qe’Az/ dr = N2ze ™,
0 0 0
Logo,
Nze ™ 2> 0

0, c.c.

fz(z) = {

ou seja, Z ~ I'(2, ).

Esse exemplo tem uma generalizacao importante, enunciada como segue.

88



Teorema 6.6. Sejam X e Y v.a’s independentes tais que X ~ I'(ag,\) e Y ~ ['(aq, A). Entao
X +Y ~T(a; + as, \).

Demonstracdo. Como X e Y sdo v.a's nao negativas, segue que fx.y(z) =0,z < 0. Para z > 0,

temos
)\al +age— A2

— z a1—1 o ag—ld
fX+Y(Z) F(&l)r(&g) /0 T (Z l’) Z
)\a1+agza1+a2—le—)\z
T(al)F(ag)
_Aortegontea—lem A2 P )1 o)
F(al)F(ag) F(al + (1/2)
)\a1+a22a1+a2—le—)\z

F(ag + ag) ’

1
/ w1 —u)*? du
0

em que usamos que

INGTINGY

(o +ag)

Logo, X +Y ~ I'(ay + ag, A). O

1
/ w1 — w)*2  du =
0

Exemplo (Beta, X ~ Beta(ay,as)). A integral que usamos no argumento acima nos permite definir
uma nova familia de densidades, a dois parametros, chamadas densidades betas. Dizemos que X
tem densidade beta de pardmetros a; e g (positivos) se sua densidade é dada por

(a1 +ag)z®1 1 (1—g)*2—1 0

fX<x> = { I'(a1)l(a2) O<z <1

0, c.c.
A nomenclatura “beta” vem do fato de que a funcao
(o)l (a2)

B =
(ah 052) F(Oél + Oég)

0 < ap,ay < o0
¢ chamada funcao beta.

Exemplo. Sejam X, Y ii.d. com distribuigao uniforme em (0,1) e Z = X +Y. Note que P((X,Y) €
(0,2)) =1, de modo que fx4y(z) =0se z<0ouz>2. Se0<z<1,entdo

Fxar(2) = [ x(@fe(z =) = [ do =

Se 1 < z <2, entao

fxav(z) = /OZ fx (@) fy(z —x)dx = /Zl_l dr =2 — z.
Logo,
z,0<2<1
fxiv(z)=42—2,1<2<2
0, c.c.

Antes de passarmos a distribuicao de quocientes, enunciamos um teorema importante acerca da soma
de distribui¢oes normais.

Teorema 6.7. Sejam X e Y v.a’s independentes com X ~ N(uj,0%) e Y ~ N(us,035). Entdo
X4+Y ~ N(u + po, 03 + 03).
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Demonstracao. Assumamos 1 = ps = 0. Entéo

1 1 (2 (2—2x)
= — | — S~ 7 d
Sxav(2) 2mo109 /Rexp[ 2 (O‘% * o3 v

2uzoy

6—22/2(0%4—0%) e—v2/2

= dv
V2m\/o? + o3 /R V2T

6_22/2(0%—1—0%)

\/27n/0%+<7§’

em que fizemos a troca de variavel

completamos quadrados

) 2uzo 22

1 / (., 22
=——— [ exp|—2 [V - —F/—/——+ = | |du
2m\Jo? + o3 /R [ 2( 02\/0% + 03 0)]

22

u — — _— =

e fizemos a segunda mudanca de varidvel

201
e A —
o91/0F + 03

2
201
2, 2 o2 “- 2 2 Jr<f2—|—a2
024/ 071 + 05 2 021/ 071 + 03 1 2

Notamos, entdao, que X +Y ~ N(0,07 + 03). Dai, de modo geral, X — p; e Y — py também
sdo independentes com densidades normais de pardmetros 0 e o7 e 0 e 02, respectivamente. Dalf,
X +Y — (u1 + p12) tem densidade normal de pardmetros p; + po € 0% + 02, como desejado. ]

Distribuicao do quociente. Sejam X e Y v.a’s com densidade conjunta f e distribui¢do conjunta
F. Estamos agora interessados em encontrar a distribuigdo de Z = X/Y. Note que dado z € R fixo,

temos
{Z <z} ={(XY) € A.},

co1m

A, ={(z,y) eR?:y/z <2y ={(z,y) eR*: 2 <0,y > 22} U{(z,y) €R? : 2 >0,y < 2z}
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Figure 4

Figura 9: Imagem obtida de [2].

Dai, segue que

Fy(z) = P(Z <2) = P(X.Y) e A) = [,

f
:/_Ooo/m xydyd$+/ / f(z,y)dydx

:/0 /Z zf(z, xu)dudm+/ / xf (z, xu)dudz

:/_Ooo/_z( )f(xmudud:v—i—/ / f(z, zu)dudz
:/R/_oo || f(z, zu)dudz,

donde segue que

Fy/x(z) / / 2| f(x, 2u)dr du = fy)x(2) / || fxy(x,x2)de,Vz € R.

Ty x (u)
Em particular, se X e Y sdo independentes e nao negativas, entao

IS o fx(z) fy(xz)dx, z > 0
fix(2) =10, <

Y sdo nao negativas, de modo que se z < 0 temos fy,x(z) = 0. Se z > 0, entao
00 /\alxal—le—)\x )\aQ(.I‘Z)OQ_le_)‘xZ

frx(e) = [ s frends = [7a5 =

)\"‘1+a2za2_1 o0 4 1 A( +1)d

_ artas—1_—x)\(z
()T () /0 v ‘ v

o F(Oél + 062) zo2—1

- F(Oél)P(OQ) (Z + 1)a1—|—a2’
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€I que usamos que

/oo xa1+a2—1€—x>\(z+1)dx _ F(Oél + Oég) .
0 (2 + 1))t

Exemplo. Sejam X, Y v.a’sii.d. com distribui¢io N(0,0?). Da Lista de Exercicios 7, sabemos que
X% Y? ~ T(1/2,1/20%). Dai, do exemplo anterior, temos fyz,x2(z) = 0 se z < 0 e, para z > 0,
temos

['(1) z1/2 1
L(1/2)0(1/2) 2 +1  w(z+1)y/z
Note também que dado z € R qualquer, temos

frx(e) =2 [ afx(a)fy ()de

00 2 2
_o 1 / xexplwwldx
0

2o 202

fY2/X2 (Z) =

1 o? L
T 0?1+ 22 /0 ¢ du
B 1
(122’
ou seja, Y/X ~ Cauchy(0,1). E possivel mostrar também que Y/|X| ~ Cauchy(0,1).

Observacao. Podemos também falar de densidades condicionais e da Regra da Bayes no caso de
v.a.’s continuas; entretanto, optamos por nao fazé-lo e focar nas distribui¢oes classicas de v.a’s
continuas. Ao leitor interessado, consulte [2] pp. 153-157.

Podemos ainda generalizar os exemplos da soma de v.a.s gama e normal com os seguintes teoremas.

Teorema 6.8. Sejam X;,..., X, v.a’s independentes. Sejam Y uma v.a. definida em termos de
Xi1,..., X, e Z uma v.a. definida em termos de X,,11,...,X,, com 1 <m < n. Entdo Y e Z sado
independentes.

A prova deste teorema envolve argumentos de Teoria da Medida e, portanto, nao sera apresentada;
entretanto, por indugao e usando este teorema pode-se demonstrar os dois teoremas a seguir.

Teorema 6.9. Sejam X7,..., X, v.a’s independentes tais que X,, ~ ['(ap, A), com m = 1,... n.
Entdao X7+ -+ X, ~T(ag + - 4+ ag, N).

Corolario 6.10. Se X4,..., X, sdo v.a’s independentes com distribuicao exponencial de pardmetro
A, entdo X; + -+ X, ~T'(n, A).

Teorema 6.11. Sejam X, ..., X,, v.a’s independentes tais que X,,, ~ N (i, 02%),comm =1,... n.
Entdo X; + -+ X, ~ N(py + -+ + fin, 05 + -+ - + 02).

Distribuicao de vetores aleatérios bidimensionais. Sejam X e Y v.as continuas com densidade
conjunta fxy. Considere g; : R*> - R e go : R* — R e tome

U=g(X,Y)
V = QQ(X, Y)

Queremos determinar a distribuicao conjunta de U e V. Por defini¢ao,
Fuy(u.0) = PU <wV <o) = [[ fxy(e,y)dudy,
Bu,v

com B,, = {(z,y) € R*: g1(z,y) < u, g2(z,y) < v}. Em geral,
2

oudv

fov(u,v) = Fuv(u,v).
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Em particular, podemos considerar

{u = g1(z,y)

v = go(2,y)
Supondo que g; e go tém derivadas parciais continuas em todos os pontos e que
zg1 91
J(z.y) =% %y # 0,
&EQQ 8yg2

entdo pelo teorema da funcao inversa podemos resolver (localmente) o sistema acima, ou seja, existem
hi, he : R? — R tais que

{x = hy(u,v)

y = ha(u,v)
Logo, U e V sao v.as continuas com densidade conjunta
1
foy(u,v) =

v fxy(T,y),
|J (2, )]
com z,y dados como acima. Ademais,

Fyy(u,v) / / fov(z, w)dwdz.

Exemplo. Sejam XY ii.d. com distribuicao exponencial de parametro \ e
U=X+Y
{V =X-Y
Note que P(U >0) =1e P(V € R) = 1. Dali,

u=ax+ T = ¥t
{ Y :>{ 2 u>0e —u<v<u.

v=1x—Yy y = 45"

Ademais,J:H _11|:—2. Logo, para u >0 e —u < v < u, temos
1 u+v u—v u+v U —v N
futuo) = ey (55 55) = |J|fX< ) () = e
ou seja,

A—Qe_’\“,u>Oe —u<v<u

fov(u,v) = { ’

0, c.c.

Dai, dado u > 0, temos
2

u )\
u) = / fov(u,v)dv :/ ?ef)‘udv = \Nue M,
R —u
ou seja,
ANue™ 4 >0
Jo(u) = { S U~T(2,0).
0, c.c.
Ademais, dado v € R,
)L ’\2 e Mdu=3e M, v >0
/fUV u, U du {ffo ,\22 “Augfy, — %e_)‘(_”),v <0

ou seja,
A
frv(v) = 56”\“",%1 eR.
Exemplo. Sejam X e Y v.a’s i.i.d. exponenciais de parametro A\ e Z = X + 3Y. Considere U = X.
Dai,

z=x+ 3y y ==

U=z r=u
{ :>{ ,2>0el0<u<z.
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Ademais, J = 3. Logo, dados z > 0 e 0 < u < z, temos

A
fuz(u,2) = 36_2/\/36_/\2/3

e,se z<0ouu<0ouu>z, fuz(u z) =0. Dai, dado z > 0, temos

A

z )\2
f2(2) = /0 36_2)\/36_)\2/3du _ §<€—)\z/3 _eh)

e fz(z) =0se z <0.

Observacao. Podemos ainda generalizar esse método do jacobiano para n varidveis, de maneira

natural:
1

B |J($17 s axn)l
com os z;’s definidos implicitamente pelos y;’s por
Yi = gi(w1,...,2,), i =1,...,n,

e o jacobiano ¢ a matriz n X n generalizada naturalmente do jacobiano 2 x 2.

le ----- Yn(y17""y7’l> f(ZL’l,...,In),

{ Esperanca de variaveis aleatodrias continuas

Definicao 7.1. Seja X v.a. continua com densidade fx. Definimos a esperanga de X por

EX:/Rfo(x)da:,

desde que a integral exista, isto €, seja bem definida.
Observacao. Dizemos que FX é bem definida quanto podemos escrever
00 0
EX = / xfx(z)dz :/ fo(m)dx—/ —zfx(x)dx
R 0 —00
e quando nao ocorre a indefinicio co — oo. Note que EX < oo sempre que / rfx(z)dr e
0

0
/ zfx(z)dz forem finitas. Ademais, como veremos mais a frente, EX < oo & E|X| < 0.

—00

Exemplo. Seja X ~ U(a,b). Temos

bz a+b a+b
/Rxfx(x)dx:/ab_adx: 5 eR. . EX = 5

Exemplo. Seja X ~ Exp()). Temos
/fo(x)dx:/ e Mdx
R 0

xe AT ] oo
— |- f/ “Xeg
[ A 0+)\0 c l"|
1 1
=—cR EX=-.
)\E . h\

Exemplo. Seja X ~ I'(a, \). Temos
_ @ A” a—1_-—Xx
/Rxfx(x)dx—/o xF(a)I e “dx
A” X e Az
= F(a)/o x%e Mdx
A T(a+1)
o [(a) Aotl

a a
=—cR EX=—.
A A
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Exemplo. Seja X ~ Cauchy(0, 1). Temos

1 oz 10 g 1| el > 1
i | [,
/RIfX(I)x wJo 14 a2 $+7r 7ool+$2x 2 | Jo u 0 u

c0—00

logo nao existe £'X.

Observacao. Com a nocao de densidade condicional, é possivel também definir uma esperanca
condicional. Como nao tratamos de densidades condicionais, também nao trataremos de esperancas
condicionais.

7.1 Esperanca de funcao de variavel aleatéria continua

Sejam X v.a continua com densidade fx e Y = ¢(X), sendo ¢ : R — R funcdo. Por definigao, Y
tem esperanca finita se, e so se,

[ ol (w)dy < o0

e, nesse caso,

EY = /Ryfy(y)dy < 00.

No caso de ¢ ser discreta, temos Y v.a. discreta e podemos aplicar os resultados vistos anteriormente
sobre esperancas de v.a.s discretas para calcular FY. No caso de ¢ ser tal que Y é v.a. continua, temos
que Y tem esperanca finita se, e so se,

A|¢<x>rfx<x>dx <o

e, nesse caso,
EY = / x)dxr < o0.

De maneira geral, dadas Xi,..., X, v.a’s continuas com densidade conjunta fx,
funcao real de modo que Y = go(X 1,--+,X,) tem densidade, entao

EY<oo<i)/---/|90(x1,...,:pn)|fxl _____ x, (21, xn)dey - - - dx, < 00
R JRr

77777

e, nesse caso,

EY:/---/<p(31:1,...,gcn)fx1 ,,,,, x, (T1,. .., xy)dxy - - - dx, < 00.
R R
Exemplo. Sejam X ~ U(0,1) e Y = X?2. Temos
1
EY = E[X?] :/ngx(x)dx:/ rdr = 1/3.
R

0

Exemplo. Sejam X e Y v.a’s continuas com densidade conjunta fxy e suponha que EX, EY < oo.
Seja Z = X + Y. Temos

/R/Rfo,Y(x,y)dxdyz /Rx/RfXVY(x,y)dydx = /Rl’fx(l‘)dl' — EX < oo,

Analogamente,

/ / yfxy(z,y)dzdy = EY < oo.
R JR
Logo,

EZ =E[X+Y]= /R/R($+y)fX,Y($7y)d$dy = /R/RIEfX,Y($7y)d$dy+/R/Rny,Y(xa?/)dxdy: EX + LY

Proposicao 7.2 (Propriedades da esperanca). Sejam X e Y v.a’s continuas com F|X|, E|Y| < oc.

Temos
(i) —¢)=1 = EX=cceR

(ii) |=cEX,VceR

(iii) +Y]=EX+EY

(v) |EX]| < BIX]

P(X
EleX
ElX
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(v) se X,Y sdo independentes, entdao E[XY] = EXEY
(vi) se P(X >Y) =1, entdo EX > EY’; em particular, P(X =Y) =1 EX = EY
(vii) se P(|X| < M) =1 para algum M real positivo, entao |[EX| < M.

| Demonstracao. As demonstragoes sdo analogas ao caso discreto. O

7.2 Momentos de uma variavel aleatéria continua

Seja X v.a. continua com densidade fy.

Definicdo 7.3. (i) Dado k € N, E[X*] é o momento de ordem k de X ou k-ésimo momento
de X.

(ii) Dado k € N e sendo EX < oo, E[(X — EX)*] é 0 momento central de ordem k de X ou
k-ésimo momento central de X. Em particular, Var(X) = E[(X — EX)?] é a varidncia

de X e 0 = (/Var(X) é o desvio-padrao de X.

(iii) Dado k € N, E|X|* é o momento absoluto de ordem k de X ou k-ésimo momento
absoluto de X.

Observacao. Se FX =y € R, entao

Var(X) = o = / (x — p)? fx(z)dx.
R
Dai, mostra-se que
. Var(X) = E[X?] - EX? = B[X?] — 12
e 02=0« P(X =pu) =1, logo se X ¢ v.a. continua entdo Var(X) > 0
e B[ X" <00 = E[XJ] < o00,Vj <k.

Exemplo. Seja X ~ I'(a, A). Vimos que EFX = a/\. Ademais, dado k € N, temos
o LAY A* oo o F'la+k) 1 ala+l)--(a+k—1)
EXk:/ k a=1,-Ae g, / kta—1,-Ae g, _ 2
X=J @™ e =y T TS Ty N
Em particular, segue dai que Var(X) = a/\?. Além disso, se X ~ x*(n), isto ¢, X ~ T'(n/2,1/2),
entdo EX = n e Var(X) = 2n. Por fim, se o = 1, entdo X ~ Exp()\) e temos E[X*] = k!/\* e
Var(X) = 1/)2

Exemplo. Seja X v.a. continua com densidade simétrica fx. Suponha que E[X*] < oco. Entdo

00 0
/ 2* fx(2)dx < 0o e / 2* fx (2)dx < co. Logo,
0 —00

[ px@yin = [Tt pe-wdn = [Tt reuda,

—0o0

ou seja,

Blx = |

OOO 2* fx (z)dx + /Ooo(—x)kfx(:v)d:v.

Portanto,

0, k impar

E[X"] = {Qfooo zfx(w)dz, k par

| Exemplo. a) Seja X ~ N(0,0?). Note que fx é simétrica, de modo que E[X*] = 0 se k fmpar;
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para k par, como X? ~ I'(1/2,1/20?), entdo
Pm+1/2) 1
L(1/2)  (1/20%)m
L)
~ T(1/2) (1/20%)7
IRV T
- VT 28K/
k! )
~ ok2(j /)17
b) Seja X ~ N(u,0?), de modo que X — u ~ N(0,0?). Se k é impar, entdao E[(X —p)f] =0 =
EX —pu=0 = EX = p. Se k é par,

E[X" = B[(X*)"] =

E[(X — )] = 2’“/22/2)'
Dai, Var(X — p) = E[(X — p)?] = o2

Definicdo 7.4 (Covariancia e correlacdo). Sejam X e Y v.a’s tais que EX, EY < oo. A covaridncia
de X e Y é definida por

Cov(X,Y):=FE[(X —EX)(Y —EY)]|=FE[XY] - EXEY.
Se X e Y sao v.a’s continuas com densidade conjunta fxy, entao

Cov(X,Y) = / /]R (&~ EX)(y — BY) fxy(x,y)dedy.

Se além de EX, EY < oo tivermos 0 < E[X?], E[Y?] < oo, definimos a correlagao entre X e Y por

L Cov(X,Y)
A= J/Var(X)/Var(Y)

Observacao. As mesmas propriedades da covaridncia e da correlagao para v.a.’s discretas valem para
v.a.’s continuas:
(a) se X e Y sdo v.a/s continuas independentes, entao Cov(X,Y) = 0 e, portanto, p(X,Y) = 0,
mas a reciproca ¢é falsa pelo mesmo raciocinio do caso discreto;

(b) se X1,...,X, sdo v.a’s continuas independentes tais que 0 < E[X?] < 00,7 =1,...,n, entdo
n n—1 n
i=1 i=1 j=i+1

Se as v.a.s sao independentes, entao
Var(X1 + -+ Xn) = ZV&I'(Xl)
i=1

(c) se X e Y sdo v.a’s continuas com segundo momento finito e positivo, entao vale a desigualdade
de Cauchy-Schwarz,

E[XY]? < E[X?E[Y?
e, dai,
Cov(X,Y)? < Var(X)Var(Y) = |p(X,Y)| < 1.

Exemplo. Sejam X e Y v.a’s com densidade conjunta

V3 1?2 — zy + o>
fX,Y(Ly) = e&Xp|l——(
4 2

Vimos que X,Y ~ N(0,4/3), mas ndo eram independentes. Logo, EX = 0 = EY e Var(X) =

],V(x,y) € R%
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4/3 = Var(Y'). Temos também
1 1 2
E[XY] = //R? 2y fxy(z,y)dedy = v 27r\/§/ ze3v"/8 <myexp l—Q (y - g) ]dy) dx

72 7312/8dx

8\/_/
8\/_ \[/ mrx eXp[ ;4x/3

= 7\/2 —=
N 7T\gzs
_2
=3
Logo, Cov(X,Y) = E[XY] - EXEY =2/3 e
2/3 1

Vi 2

p(X,Y) =

7.3 Exercicios - v.a.'s continuas
1. Seja X uma variavel aleatéria tal que P(]X — 1| = 2) = 0. Expresse P(|X — 1| > 2) em termos
da funcao de distribuicao Fy.
Solucdo. Como P(|X — 1] =2) =0, temos P(X =3) =0= P(X =1). Dai, P(|X +1| >
2)=P(X<-1)+P(X >3)=Fx(—1)+1—Fx(3). O
2. Considere um ponto escolhido uniformemente no intervalo [0, a]. Seja X a distancia da origem ao
ponto escolhido. Obtenha a funcao de distribuicao de X.

Solucdo. Sez <0, {X <z}=@;se0<z<a,{X <z}=[0,z];sex>a,{X <z}=]10,qa]
Logo,
0,z <0
Fx(z)=<z/a,0<x<a
l,x > a
[

3. Seja o ponto (u,v) escolhido uniformemente no quadrado [0, 1] x [0, 1]. Seja X a v.a. que associa
o nimero u + v ao ponto (u,v). Obtenha a fungao de distribuicao de X.

Solucdo. Se x < 0, entdo {X <z} =2;se 0 <z <1, entdo {X <z} = {(uy,v) € R0 <
u+v < 1} (tridngulo); se 1 < x < 2, entdo {X <z} = {(u,v) e R®[1 <u+wv < 2};se v > 2,
entdo {X <z} =[0,1] x [0,1]. Logo

0,z <0

r2/2,0<z<1

142z —22/2,1 <z <2

1,z > 2

Fx(l’) =

4. Obtenha a funcao de densidade para cada uma das varidveis aleatérias dos exercicios 2 e 3.

Solucdo. Para o exercicio 2, temos

Fe(@) O,z<0ouzx>a
a’/’:
* 1/a,0 <z <a
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D.

3.

Para o exercicio 3, temos
r,0 <z <1

fx(z)=12—2,1<x<?2
0, c.c.

O

Seja F' a funcao de distribuicao exponencial de parametro A. Obtenha um nimero m tal que
F(m)=1/2 (m é chamado de mediana de F).

| Solucdo. Temos F(m)=1/2< e =1/2 < m = In(2)/\ O
Seja X uma variavel aleatéria continua com densidade f dada por:

flz) = ;e|x,x eR.
Obtenha P(1 < |X| <2).

Solucdo. Temos
P(1<|X|<2)=2P(1<X<2)=2(Fx(2) —Fx(1))=e!—e2

m
Seja F' a funcao de distribuicao definida por:
1 x
Flo) =+ ———,z € R
(z) 2 2(x|+1)

Obtenha uma densidade f para F. Para que valores de z teremos F'(z) = f(z)?

Solucdao. Se x > 0, entao
1

F@ = s

Se x < 0, entao
1
Fl(z)= ———.
@) = Sl + 17
Logo, podemos tomar f(x) = 1/[2(|x| 4+ 1)?] para todo z € R e vale f(z) = F’'(z) para todo
z € R. O

Exercicios - funcoes de v.a.'s continuas

Considere um ponto escolhido uniformemente no intervalo [0, a]. Seja X a distancia da origem ao
ponto escolhido. Obtenha a funcdo de distribui¢io de Y = min(X, a/2).

Solucdo. Se y < 0, entdao P(Y < y) = 0 pois min(X,a/2) > 0. Se 0 < y < a/2, entao
Fy(y) = Fx(y) = y/a; se y > a/2, entao Fy(y) = 1 pois Y < a/2. O

Escolhe-se aleatoriamente um ponto em (—10,10). Seja X uma variavel aleatéria definida de tal
forma que X represente a coordenada do ponto se o mesmo estiver em [—5, 5], X = —5 se o ponto
estiver em (—10,—5) e X = 5 se o ponto estiver em (5, 10). Obtenha a funcao de distribuigao de
X.

Solucdo. Se x < —5, entdo Fx(x) = 0 pois X assume valores em [—5,5]; se =5 < z < 5,
entdo Fx(z) = P(X € (—10,2)) = (x 4+ 10)/20; se x > 5, entao P(X < z) = 1. O

Verifique que:
a) X ~ N(0,1) se, e somente se, 0 X + pu ~ N(u,0%), onde p € Re o > 0.
b) X ~ Cauchy(0,1) se, e somente se, bX + a ~ Cauchy(a,b), onde a € R e b > 0.

Solucao.
a) Foi feito no texto.
b) Temos




logo a + bX ~ Cauchy(a,b). A reciproca segue de maneira anéloga.

4. Suponha que X ~ Exp(A), A > 0. Obtenha a densidade de Y = ¢X, onde ¢ > 0.

Solucdo. Temos Y = ¢(X) sendo g(x) = cx para todo z real. Note que g é crescente e
derivavel em I = (0,4+00) e que, nesse intervalo, temos dx/dy = 1/c e x = y/c. Logo,

1
fr(y) = -2y >0
c
e fy(y) = 0 caso contrario, ou seja, Y ~ Exp(\/c). O

5. Suponha que X ~ U(0,1). Obtenha a densidade de Y = X'/# onde 8 # 0.

Solucdo. Temos Y = g(X) com g(z) = z*/8. Temos g estritamente monétona (crescente se
B > 0 e decrescente caso contrario) e derivavel em (0,+00). Logo, z = y° e dz/dy = By’ L.
Para 3 > 0, temos fy(y) = fy° ! para 0 <y < 1 e fy(y) = 0 caso contrario; se 3 < 0, entdo
fy(y) = =By’ paray > 1e fy(y) = 0 caso contrario. O

6. Seja X uma varidvel aleatoria continua com densidade f.
a) Obtenha uma férmula para a densidade de Y = | X| em termos de f.
b) Obtenha uma férmula para a densidade de Y = X? em termos de f.

Solucdo.
a) Sey>0,entao Y =+X e fy(y) = f(y) + f(—y). Se y <0, entdo fy(y) =0.
b) Foi feito no texto.

[
7. Seja X ~ N(0,0?). Obtenha a densidade de:
a) Y = |X[;
b)Y = X2
Solucdo.
a) Do exercicio anterior,
fy(y) _ { 227r0-6_y2/202 y >0
0,c.c
b) Temos
fy(y) _ (1/2\‘;;)1/2 y—1/2€—y/202, y > 0
0,c.c. 7
ou seja, Y ~ Gama(1/2,1/20?).
O]

8. Seja X ~ N(u,0?). Obtenha a densidade de Y = e¥. Essa densidade chama-se densidade
lognormal.

Solucdo. Temos Y = ¢g(X) com g(z) = €. Temos g crescente e derivavel em R e também
x = Iny, donde segue que dz/dy = 1/y. Portanto,
1 6_(lny_u)2/2‘72i’ Y >0

fr(y) = {\/ﬁa

0,c.c.

]
9. Seja X uma v.a. continua com densidade simétrica f e tal que X2 ~ Exp(\), X > 0. Obtenha f.

Solucdo. Temos
e M oy >0

Pxely) = {O c.c.
logo Ae ™ = f(\/y)/\/¥, ou seja, f(|z|) = Az|e ™ = f(z),z € R. O
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10. Seja © ~ U[—7/2,7/2]. Determine a funcao de distribuigao e a densidade de:

a) X = tan(O)
b) Y =sin(0O).
Solucao.

a) Como a fungao tangente é estritamente crescente e derivavel em R, temos © = arctan x
e dO/dx = 1/(1 + 2?) e, dai, fx(z) = (1/7)1/(1 + 2?) para todo z € R, ou seja,
X ~ Cauchy(0,1).

b) Como a fungdo seno é estritamente crescente e derivavel em (—7/2,7/2), temos © =

arcsiny e dO/dy = 1/v/1 — y? e, dal,

1.1
fel) = 7 Vi TS
0, c.c.
O
11. Seja X ~ I'(a, A). Determine a densidade de
a) Y =cX, c>0
b) Y =VX.
Solucao.
a) Raciocinando como no exercicio 4, temos
A* 01, a-1,-Xy/c 0
— ) T(a) Y € Y >
fr () {O, c.c. ’
ou seja, Y ~ Gama(a, A/c).
b) Raciocinando como no exercicio 5, temos
AY 9, 2a—1,-Xy?
fily) = T2 ey >0
0,c.c.
]

7.5 Exercicios - soma e quociente de v.a.'s continuas

1. Sejam X e Y varidveis aleatorias independentes, cada uma com distribuigdo uniforme em (0, 1).
Obtenha:
a) P(|X —-Y|<1/2)
b) PX/Y —1]<1/2)
Solucao.
a) Usando desenhos, temos que P(|X — Y| < 1/2) é a drea de um hexdgono, a saber 3/4.
Também podemos calcular como P(X—-Y <1/2)—-P(X-Y < -1/2) =7/8—1/8 = 3/4.
b) Analogamente, podemos calcular a probabilidade através de uma area ou simplesmente
como P(X/Y <3/2) - P(X/Y <1/2)=2/3—-1/4=5/12.
m

2. Suponha que os tempos que dois estudantes levam para resolver um problema sao independentes
e se distribuem exponencialmente com parametro A. Determine a probabilidade de que o primeiro
estudante necessite pelo menos do dobro do tempo gasto pelo segundo para resolver o problema.

Solucdao. Sejam X e Y os tempos do primeiro e segundo estudantes, respectivamente. Temos

que
P(X22Y):/OOP(Xz2t,Y:t)dt:/°oP(Xzzt)P(Y:t)dt:A/we—?’Mdt:1/3.
0 0 0
0

3. Seja f(x,y) = ce” @t W)/2 (1 4} € R2.
a) Determine o valor de ¢ para que f seja uma densidade.
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b) Se X e Y tém densidade conjunta f, determine as densidades marginais de X e Y e verifique
se sao independentes.

Solucao.
a) Podemos reescrever

F@y) = coxp [—; (v~ gﬂ exp [_151/2] |

Dai, temos

o) = [ f.y)de

B 1512 1 Y\ 2
=cexp |— g Rexp —3 x—§ dx

= oV2me Y8y e R.
Devemos ter ¢ tal que a integral de fy(y) em y sobre a reta seja igual a 1, ou seja,

V15
C\/27T/ frly)dy=1 = c= e
R T
b) Do item anterior, temos que Y ~ N(0,4/15). Realizando um procedimento andlogo,
concluimos também que X ~ N(0,16/15). Observe que como f(x,y) # fx(z)fy(y) em

geral, entao X e Y nao sao independentes.

]

4. Suponha que X e Y tém densidade conjunta uniforme no interior do triangulo com vértices em
(0,0), (2,0) e (1,2). Obtenha P(X < 1,Y <1).

Solucdo. Podemos interpretar essa probabilidade como a area de uma regiao de um triangulo,
de modo que P(X <1,V <1)=3/8. O
5. Sejam X e Y v.a’s continuas independentes tendo as densidades marginais especificadas abaixo.
Obtenha, em cada item, a densidade de Z = X + Y.
a) X ~ Exp(A;) eY ~ Exp(\y)
b) X ~T'(a;,A) eY ~T'(az, A)
¢) X ~ N(u,0%) ¢ ¥ ~ N, 03)

Solucdo.
(a) Para z > 0, temos

Ifxiv(2) = /RfX,Y(JTaZ —x)dx

= A\ Age M /Z eP2=A)T g

0
Y
X — N\

e*)\lz 7}\22).

— €

Do contrério, fxiy(z) =0.
(b) Para z > 0, temos
AfrrazeAE ai—1 az—1
fX+Y(Z) = F(OQ)F(OQ)/O i (Z — x) dz

\@1taz yortaz—1

C(ag + as)
Do contrério, fxiy(z) =0. Logo, X +Y ~ Gama(a; + ag, \).
(c) Por simplicidade, supomos p; = 0 = ps. Realizando contas andlogas as acima, obtemos
que X +Y ~ N(0,07 + 03). Dali, basta somar u; + po para obter que X + Y ~
N(p1 + p2, 07 + 03).

—Az

]
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6. Verifique que se X1, Xy, ..., X,, sdo v.as i.i.d. com distribuigdo comum N (0, 1), entdo X7 + X2 +
-+ 4+ X2 tem distribuicao I'(n/2,1/2) (esta distribui¢do ¢ conhecida como qui-quadrado com n
graus de liberdade e denotada por x?(n)). [Sugestdo: use os exercicios (7b) da lista 8 e (5b)

anterior. |
Solucdo. Do exercicio 7b, temos X? ~ Gama(1/2,1/2) para ¢ = 1,...,n. Do exercicio 5b,
temos 3, X? ~ Gama(n/2,1/2). O

7. Suponha que se escolhe aleatoriamente um ponto no plano de tal forma que suas coordenadas X
e Y se distribuem independentemente segundo a densidade normal N(0,0?). Obtenha a fungio
densidade da v.a. R que representa a distancia do ponto escolhido a origem. (Esta densidade é
conhecida como densidade de Rayleigh).

Solucdo. Temos Z = X?+Y? ~ T'(1/2,1/20?%). Temos entdo R = g(Z) sendo g a fungao raiz
quadrada. Como ela é estritamente crescente e derivavel em (0,+00), segue que para r > 0

temos 5
T _,2/942 T 27942
fr(r) = 252¢ /7 = 2¢ /2
e, para r <0, fr(r) = 0. ]

8. Sejam X e Y v.a's ii.d. com distribuicdo comum Exp(\). Obtenha a densidade de Z =Y/ X.

Solucdo. Para z > 0, temos
fryx(2) :/R‘l"fx,Y(%m) dx
= | wfx(@)fy(ez) da
— >\2 /OO xef)\m(erl) dr
0
[A(z +1)P?
1
(24 1)
Do contrério, fy/x(z) = 0. O

9. Sejam X e Y v.a’s independentes tais que X ~ I'(ay, A) e Y ~ I'(az, A). Obtenha a densidade de
Z =X/X +Y. [Sugestao: expresse Z em fungao de Y/X].

Solucdo. Observe que Z = (1 + W)~ ! sendo W = Y/X. Como W é uma v.a. positiva,
os valores possiveis de Z formam o intervalo (0,1). Ademais, a fun¢do de W que define Z é
estritamente decrescente e derivavel nesse intervalo, de modo que podemos usar a mudanga de
variaveis para obter

a1 + o — z)2— Lyl a1 + a9
oy L Lo tan) (1) (s +as)

— Zalfl(l . Z)agfl
para 0 < z < 1 e fz(z) = 0 caso contrario. O

22 T(o)(az) zmoa—a2 T'(o1)(as)

10. Sejam U e V v.a’s ii.d. com distribuicio comum N(0,1). Seja Z = pU + /1 — p2V, onde
—-1<p<l
a) Obtenha a densidade de Z.
b) Obtenha a densidade conjunta de U e Z.
¢) Obtenha a densidade conjunta de X = p; + 01U e Y = py + 097, onde 01,05 > 0. Esta
densidade é conhecida como densidade normal bidimensional.
Solucao.
(a) Temos pU ~ N(0,p?) e /1 —p?V ~ N(0,1 — p?). Logo, Z ~ N(0,1).
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(b) Usando a féormula da mudanga de varidveis com o jacobiano, temos que

1 0
J(u,v) = =/1—p2.
W=, =g ’
Dai, temos
1 zZ— pu
fuz(u,2) = —— fuv (U, )
|J (u,v)] V1=p?
1 u? — 2puz + 2°
= == XD |- ,
2my/1 — p? 2(1—p?)

para todo (u, z) € R
(c) Utilizando a mesma férmula com o jacobiano, temos que

Ixy(zy) = ! Juz (m—,ul’x—ug)

[ (u, 2)] o1 o)
1 1

N 0102 . 27T\/1—p2

exp l_2(1ip2) <<x ;Iul)Q py (fﬁ ;Ml) (y ;2’“‘2) + (y ;2“2)2” ,

para todo (z,y) € R2

11. Sejam R e © v.a’s independentes de modo que R tem densidade de Rayleigh:
Falr) o 2re 20" >
)=
f 0,7 <0
e O se distribui uniformemente em U(—m, 7). Mostre que se X = Rcos© e Y = Rsin O sdo v.as

independentes e que cada uma tem densidade normal N (0, o?).

Solucdao. Usando novamente a férmula da mudanca de varidveis com o jacobiano, temos
1

fxy(z,y) = Wf&e(ﬁ 0)
=~ a(r)o(0)
B 1 Vaz+y? 2 + y? 1
Vg o? exp[— 202 1‘277

1 [ $2+y2]
exp | ————| -

2w o2 202
Dai,

fX(x) = /fo7y<l',y) dy — 1 6712/202

2o
e também

fr(y) = /RfX,Y(-T,y) dr = \/21_7m€y2/2c72

para todo (x,y) € R? ou seja, X,Y ~ N(0,0%). Como fx(x)fy(y) = fxy(z,y) para todo
(z,y) € R?, temos X e Y independentes. ]
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8 Funcao Geradora de Momentos, Lei dos Gran-
des Nimeros e o Teorema do Limite Central

8.1 Funcao Geradora de Momentos

Definicdo 8.1. Seja X uma v.a. definida em (92,4, P). A fungao geradora de momentos de X,
My : R — R, é dada por

Mx(t) = Blet],
para todo t € R tal que !X tem esperanca finita. Note que se X ¢é discreta, entdo

=> e“px(x)

e, se X é continua, entao

My (t) = /]R ¢ fro () d

Exemplo. Seja X ~ B(n,p). Temos

Zn: otk <”>pk(1 )k = zn: (”) n—k
k=0 k o \k
=[pe' +1—p|" e RVt € R ... Mx(t) = [pe' + 1 —p|",t € R.
Exemplo. Seja X ~ I'(a, A). Temos

00 A%
/Remfx(x)dx:/o et:""—r(a)xa’le’Azdm

AT a1 ()
= @ ]
() /0 e 5

(o)
G-t

A\ A\
_<)\—t> ,t</\..MX(t)_()\_t> S <A

Exemplo. Seja X ~ N(u,0?). Temos
1 (z — p)?
tx tr
Joe xtoyte = [ e eXpl‘zaa d

1 2 2
— ty+p) __— o=y /207 g
=le e
/R o\ 21 Y

—on [ Lty
R o/ 21

— e,ut60'2t2/2/ 1 (y — O-Zt)2 dy
R oV 21 202

— M2 e R My (t) = ee” T2t e R,

se t<A

exp [_

O nome da f.gm. vem do fato de que E[X"] = Mx(0)™. De fato, pode-se mostrar que para

t € (—to,to) tal que Mx(t) estd definida, temos
Mx(t):E[etX]:ElZ ] ZE{ } ZEX”
n=0

Em particular, se My esta definida para todo t, entao as 1gualdades acima Valem para todo t. Note
que a expansao em série de Taylor de My é
—— Mx(t
n! dt" x( )l

n=0
Comparando os coeficientes, temos o resultado afirmado.
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Observacdo. Note que se X e Y sdo v.a’s independentes, entdo !X e ¥ também o sdo e, dai,

Mx,y(t) = B[] = Ele*eY) = E[e!X|E[e™] = Mx(t) My (t).
Segue dai, por indugao, que se Xy, ..., X, sdo i.i.d. entao
My, y.ix, (t) = Mx, (t)".
Exemplo. Para X ~ B(n,p), temos Mx(t) = (pe' + 1 — p)",Vt € R. Dai,
Mx(t) = n(pe' +1—p)" 'pe! = Mx(0) = EX =np
e também
Mx(t)" =n(n — 1)(pe' +1—p)" ?p*e* +n(pe' +1 —p)" 'pe! = Mx(0)" = E[X?] =n(n — 1)p* + np,
de modo que Var(X) = E[X? — EX? = np(1 — p).

Exemplo. Se X ~ N(0,0?), vimos que

00 242 n 1 0 g2n
M+ (1) = o?t?/2 _ o i 12n
x(t) =e 2\ 2 5o

|
o n!
Dai, os momentos de ordem impar de X sao nulos e os de ordem par sdo tais que
E X2n 2n 2n 2!
(2n)! 27! 2nn)!

8.2 Desigualdades de Chebyshev-Markov e Lei dos Grandes Nimeros
Desigualdades de Chebyshev e Markov

Proposicédo 8.2 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X v.a. tal que E[X?] < co. Dado ¢ > 0, considere
p = EX. Entao

< Var(X).

P(X —pl 2 0) <

Demonstracao. Dado € > 0, considere a v.a. discreta
Yy — 627(X_:U’)2262
0, (X —p)? < e?
Note que P(Y =0) = P((X—p)? <e?)e P(Y = &%) = P((X—p)? > &%). Dai, EY = &?P((X—p)? >
e?), ou seja, P((X — p)? > &%) = EY /&% Ademais, (X — pu)? > Y, pois Y = 0 < (X — u)? ou
Y =% < (X — u)?. Da monotonicidade da esperanga, temos E[(X — p)?] > EY, de modo que
E[(X —p)?] _ Var(X)

P(IX —pl > &) = P((X — p)* > %) <

g2 g2
O
Observacao. Considere X v.a. nao negativa com EX < oo e seja
e, X >¢
Y = - ,
0,X <e¢

para ¢ > 0 dado. Raciocinando como acima, temos EX > EY = eP(X > ¢), isto é, P(X > ¢) <
EX/e, chamada desigualdade basica de Chebyshev. A desigualdade de Chebyshev nos dd uma
cota superior, em termos de Var(X) e t, para a probabilidade de que X desvie de sua média em
mais de t unidades. Sua forca estd na sua grande generalidade: nenhuma hipétese é feita acerca
da distribuicdo de X além de que tenha varidncia finita. Essa desigualdade é o ponto inicial de
varios desenvolvimentos tedricos. Para a maioria das distribuigoes que surgem na pratica, ha limites
muito mais precisos para P(|X — u| > t) do que a cota fornecida pela desigualdade de Chebyshev;
entretanto, exemplos mostram que, em geral, a cota dada pela desigualdade nao pode ser melhorada.

Proposicado 8.3 (Desigualdade de Markov). Seja X v.a. qualquer com variancia finita. Dados ¢,k > 0
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quaisquer, temos

B[ X|*]
P(X|ze) < —5—
Demonstracao. Pela desigualdade basica de Chebyshev,

Bl X}

P(X|2¢) = P(X[' 2 5 < =5

O

Exemplo. Uma fabrica produz, em média, 50 pecas por semana. Considere X a v.a. que denota
o nimero de pegas produzidas semanalmente. Nesse contexto, (a) o que é possivel dizer sobre a
probabilidade da producao semanal exceder 75 pecas? e, supondo que a producao semanal tenha
variancia 25, (b) como estimar a probabilidade de que a produgao semanal exceda 75 pecas e (¢) o
que podemos dizer sobre a probabilidade da producao semanal estar entre 40 e 607
(a) Note que EFX = 50 e, pela desigualdade de Markov,
50 2
P(X>75)§%:§.
(b) Temos E[X?] = Var(X) — EX? = 2525. Pela desigualdade de Markov,
E[X?] ~ 2525 101
752 5625 225
(¢) Temos, usando a desigualdade de Chebyshev, que
P(40 < X < 60) = P(—10 < X — 50 < 10)
= P(|X — 50| < 10)
=1— P(]X — 50| > 10)

P(X >75) <

25
>1——
- 100
_3
=7
Lei dos Grandes Niimeros (L.G.N.)
Seja X1, Xa,... uma sequéncia de v.a/s i.i.d. com E[X;] = p € R, Vi € N. Queremos analisar a

média amostral S, /n = (X1 + --- 4+ X,,)/n e verificar que, em algum sentido, S,,/n LaiN E[Xi] = u.
Dito de outro modo, queremos verficiar que a média amostral se “aproxima” da média real.

Para tanto, considere F' uma func¢ao de distribuicao cuja média é finita e desconhecida. Queremos
estimar p a partir de uma amostra de F', digamos X, ..., X, i.i.d. com distribuicao F'. Considerando
Sn = X1+ -+ + X, queremos saber se S,,/n — p ou, equivalentemente, se (S, — E[S,])/n — 0 de
alguma maneira. O que nos fornece essa resposta sao as leis dos grandes ntimeros.

Proposicao 8.4 (Lei Fraca dos Grandes Nimeros (LfGN)). Sejam X, X5, ... v.a/siid. com E[X;] =
w<ooesS, =X+ -+ X, Dali para todo ¢ > 0,

limP<Sn—,u‘>€):0.
n

n— oo

Note que € representa a precisao desejada na aproximacao de p pela média amostral. Assim, por
menor que seja &, a probabilidade de S,,/n se aproximar de p com precisao ¢ se aproxima de 1 & medida
que n cresce. Nesse caso, a LIGN nos diz que S, /n converge em probabilidade para p, denotando-se
S,/n L p. A demonstracio da LGN (e também do TLC, que serd visto mais & frente, usa funcoes
caracteristicas, e sera dada ao final da secao.

Proposicao 8.5 (Lei Forte dos Grandes Nimeros (LFGN)). Sejam X3, X5, ... v.a/siid. com E[X;] =
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p<ooesS, =X+ -+ X, Dali para todo € > 0,
Sn
P(lim —,u‘>€):0.
n

n— o0

A LFGN nos diz que S,,/n — p com probabilidade 1. Nesse caso, dizemos que S, /n converge quase
certamente para p, e denotamos S, /n 2% /1. Dizemos também, nesse caso, que T, = Sp/n é um
estimador fortemente consistente para y. A demonstracao da LEFGN envolve argumentos de Teoria
da Medida, e nao sera apresentada.

Exemplo. Um candidato a prefeito gostaria de ter uma ideia de quantos votos receberd nas proximas
elei¢oes. Para isso, foi feita uma pesquisa com a populagao da cidade, onde p representa a propor¢ao
de votos a favor do candidato em questdao. Quantas pessoas devem ser entrevistadas para que a
pesquisa tenha 95% de confianga de que o erro seja inferior a 5%, supondoq que a escolha dos
entrevistados ¢é feita de maneira aleatoria e independente?

Seja n o numero de pessoas entrevistadas e defina

1, k-ésima pessoa entrevistada a favor do candidato
X k= NS 17 Lo, n.

0, c.c.
Temos Xj,..., X, v.a’s iid. Bernoulli, de modo que P(X;, = 1) =pe P(X; =0) =1—p,k =
1,...,n. Sendo S, = Xj + -+ X, temos E[S,] = np e Var(S,,) = np(1 —p), com S, /n fornecendo
uma aproximacao de p, que é desconhecida. Queremos n tal que

S, Sn
—p‘ <0,05) >0,95<:>P(‘n—p 20,05> <0,05.

P(

Por Chebyshev, temos

Sn p(1 —p) 1
P2 - >0,05> < < <0,05 = n > 2000.
<‘ n p’ = 1(0,05)2 = 4n(0,05)2 = "=

8.3 Teorema do Limite Central

Teorema 8.6 (Limite Central). Dada uma sequéncia X, Xs,... de v.a’s i.i.d. com E[X;]| = p < 0o
e 0 # Var(X;) = 0% < oo, vale

lim P S — LS| <z| =),V R,
neree Var(S,)

sendo S, = X; 4+ -+ X,, e ® a f.d. de N(0,1).

S, — E[S, Sp — . Sp —
Note que [0 = nu, de modo que o TLC nos diz que 2n T

\/ Var(S —n) o/ ov/n
buigao para N(0,1). Podemos ainda enxergar o TLC como uma aproximagao através da normal: para
n suficientemente grande,

converge em distri-

O(z) =~ P <Sn—\/g,u < a:) = P(S, < zov/n+np),

ou seja,

Sp—npu T —np T —ni
P <z)=P < ~ P R.
(Sn = ) ( ovn T J\/ﬁ) (J n),VmE
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Note também que como ® ¢é simétrica, temos
P(—u‘ﬁe) :P<§,u+6>—P<<u—5>
n n n
= P(S, <nu+ne) — P(S, <nu—ne)

(St =) ot <o)
() e ()
= 20 <;‘jﬁ> -~

Exemplo. Suponha que a duracao de um certo componente eletronico distribui-se exponencialmente,
com duracao média de 2 meses. Quando o componente queima, instala-se outro do mesmo tipo em
seu lugar. Estamos interessados na probabilidade de que o 30° componente ndo queime antes de 3
anos.

Seja X; o tempo de duragdo, em meses, de um componente i. Temos X; ~ Exp(A), A = 1/2,
E[X;] = 2 e Var(X;) = 4,0 = 1,2,...; temos X;1,Xs... iid. ¢S, = X5+ ---+ X,, é o tempo
necessario para que o n-ésimo componente queime. Temos F[S,] = 2n e Var(S,,) = 4n, e queremos
estimar P(S30 > 36). Uma primeira maneira de calcular é notar que S,, ~ I'(n, \), donde

e (M) - 71818]6
P(S, > z) Ze —:>Ze 7~ 0,9941 = P(S30 > 36).
k=0 :

Uma segunda maneira seria usar o TLC:

P(S,>x)=P (Sn\/_ﬁ/n){)\ x}?@) Hl-e (W)

36 — 2 30
— P(Sy>36) 21— | ) ~ 1 — D(=2,19) = (2, 19) ~ 0, 9857,
21/30

em que o valor de ®(2, 19) foi retirado da tabela ao final da subse¢ao. Note que o erro entre as duas
formas é de aproximadamente 0,8%.

Exemplo. Numa determinada rota doméstica sao utilizados avides com 90 assentos. Verificou-se que
cerca de 20% dos pasageiros com reserva marcada nao comparecem para o voo. Por isso, a companhia
adotou a estratégia de confirmar a reserva de 100 passageiros em cada voo. Pergunta-se (a) qual a
probabilidade aproximada de no maximo 90 passageiros que confirmaram reserva comparecam para
o voo? e (b) qual a probabilidade aproximada de que o nimero de passageiros que confirmaram
reserva e compareceram ao voo esteja entre 85 e 907

(a) Defina

1,7 — ésimo passageiro com reserva comparece .
X; = ;0 =1,...,100.

0, c.c.
Logo, X1, ..., Xjg saoii.d. com P(X; =1)=0,8e P(X; =0) =0,2. Seja S,, = X1+ -+ X,,
que representa o niimero de passageiros, entre os n, que fizeram reserva e compareceram para
o voo. Temos E[X;] = 0,8 = pu e E[X?] = 0,8, donde Var(X;) = 0,16 = 02. Ademais,
E[S,] = nu e Var(S,) = no?. Por Chebyshev,

P(S100 < 90) = P(S190 — 80 < 10) > P(|S100 — 80| < 10)

— 1~ P(|Si00 — 80| > 10)

100 - 0,16

>1-—
- 100

=0, 84.
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Usando o TLC, temos

P(Syp0 < 90) = P (5100 —80 _ 90— 80)

VA ERVAT]

(b) Pelo TLC
P(85 < 5100 < 90) = P(SIOO < 90) — P(Sl(]o < 85)

=P<W<2,5)—P<W<1725)

~ ®(2,5) — d(1,25)
~ 0,9938 — 0, 8944
= 0,0994

~ 10%.

Exemplo. Decide-se tomar uma amostra de tamanho n para determinar a porcentagem de eleitores
que tém intenc¢ao de votar num determinado candidato. Considere
1, k — ésimo eleitor vota no candidato
Xk: s :1,...771.
0, c.c.
Suponha Xi,..., X, iid. com P(Xy =1)=pe P(Xy =0)=1—p,k=1,...,n. Dai, p = E[X;] =
p e o? = Var(X;) = p(1 — p). Note que 0? é mdximo para p = 1/2, valendo 1/4. Consideraremos
este valor para p. A v.a. S,/n representa a proporgao (ou frequéncia relativa) de eleitores que tém
a intencao de votar no candidato, e pode ser usada para estimar a propor¢ao verdadeira p.

(a) Suponha n = 900. Temos
P(Sn—p‘ 20,025) :1—P<‘Sn—p’ <0,025)
n n

~1 [QQ) <0,025n> _ 1]
oyv/n
900 - 0,025

—ol1- (2

o (o)
= 2(1 — ®(1,5))
~ 2(1 — 0,9332)

Sh
=0,134 - P < on —p’ < 0,025) ~ 0, 87.
n

(b) Suponha n = 900. Queremos determinar ¢ tal que
Sn
P(‘ —p‘ zg> —0,01
n

ou seja, tal que

900e
) = 0,995
( O’ 5 > ) )

donde devemos ter

v900e

~ 2,58 = e~ 0,043,

0,5
ou seja,
S
P( —p| < 0,043) ~ 0,99.
n

Dito de outro modo, tem-se aproximadamente 99% de chance de garantir um erro menor que
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0,043 quando estima-se p por S,/n com n = 900.

(c) Queremos determinar n tal que

ou seja, tal que

isto é,

0,00

0,01

0,02

(5
d

0,025\/n

0,5

0,03

0,025/
0,5

0,04

- —p’ > 0,025) = 0,01,

) = 0,995,

0,05

R 2,58 = n ~ 2663.

0,06

0,07

0,08

0,09

0,0
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
1,0
1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
2,1
2,2
2.3
2.4
2.5
2,6
2.7
2.8
2,9
3,0
3,1
3,2
3,3
3.4
3,5

0,5000
0,5398
0,5793
0,6179
0,6554
0,6915
0,7257
0,7580
0,7881
0,8159
0,8413
0,8643
0,8849
0,032
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9772
0,9821
0,9861
0,9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0,9974
0,9981
0,9987
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998

0,5040
0,5438
0,5832
0,6217
0,6591
0,6950
0,7291
0,7611
0,7910
0,8186
0,8438
0,8665
0,8869
0,9049
0,9207
0,9345
0,9463
0,9564
0,9649
0,9719
0,9778
0,9826
0,9864
0,9896
0,9920
0,9940
0,9955
0,9966
0,9975
0,9982
0,9987
0,9991
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998

0,5080
0,5478
0,5871
0,6255
0,6628
0,6985
0,7324
0,7642
0,7939
0,8212
0,8461
0,8686
0,8888
0,9066
0,9222
0,9357
0,9474
0,9573
0,9656
0,9726
0,783
0,9830
0,9868
0,9898
0,9922
0,9941
0,9956
0,9967
0,9976
0,9982
0,9987
0,9991
0,9994
0,9995
0,9997
0,9998

0,5120
0,5517
0,5910
0,6293
0,6664
0,7019
0,7357
0,7673
0,7967
0,8238
0,8485
0,8708
0,8907
0,9082
0,9236
0,9370
0,9484
0,9582
0,9664
0,9732
0,9788
0,9834
0,9871
0,9901
0,9925
0,943
0,9957
0,9968
0,9977
0,9983
0,988
0,9991
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5160
0,5557
0,5948
0,6331
0,6700
0,7054
0,7389
0,7704
0,7995
0,8264
0,8508
0,8729
0,8925
0,9099
0,9251
0,9382
0,9495
0,9591
0,9671
0,9738
0,9793
0,9838
0,9875
0,9904
0,9927
0,9945
0,9959
0,9969
0,9977
0,9984
0,9988
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5199
0,5596
0,5987
0,6368
0,6736
0,7088
0,7422
0,7734
0,8023
0,8289
0,8531
0,8749
0,8944
0,9115
0,9265
0,9394
0,9505
0,9599
0,9678
0,9744
0,9798
0,9842
0,9878
0,9906
0,9929
0,9946
0,9960
0,9970
0,9978
0,9984
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

0,5239
0,5636
0,6026
0,6406
0,6772
0,7123
0,7454
0,7764
0,8051
0,8315
0,8554
0,8770
0,8962
0,9131
0,9279
0,9406
0,9515
0,9608
0,9686
0,9750
0,9803
0,9846
0,9881
0,9909
0,9931
0,9948
0,9961
0,9971
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9994
0,9996
0,9997
0,9998

Tabela 1: ®(z) para 0,00 < z < 3,59.
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0,5279
0,5675
0,6064
0,6443
0,6808
0,7157
0,7486
0,7794
0,8078
0,8340
0,8577
0,8790
0,8980
0,9147
0,9292
0,9418
0,9525
0,9616
0,9693
0,9756
0,9808
0,9850
0,9884
0,9911
0,9932
0,9949
0,9962
0,9972
0,9979
0,9985
0,9989
0,9992
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998

0,5319
0,5714
0,6103
0,6480
0,6844
0,7190
0,7517
0,7823
0,8106
0,8365
0,8599
0,8810
0,8097
0,9162
0,9306
0,9429
0,9535
0,9625
0,9699
0,9761
0,9812
0,9854
0,9887
0,9913
0,9934
0,9951
0,9963
0,9973
0,9980
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9996
0,9997
0,9998

0,5359
0,5753
0,6141
0,6517
0,6879
0,7224
0,7549
0,7852
0,8133
0,8389
0,8621
0,8830
0,9015
0,9177
0,9319
0,9441
0,9545
0,9633
0,9706
0,9767
0,9817
0,9857
0,9890
0,9916
0,9936
0,9952
0,9964
0,9974
0,9981
0,9986
0,9990
0,9993
0,9995
0,9997
0,9998
0,9998



8.4 Funcoes Caracteristicas

Definicdo 8.7 (Funcido caracteristica). A fungao caracteristica de uma v.a. X é definida por
ox(t) = El¢™¥],t € R.

Funcoes caracteristicas sao um pouco mais complicadas que fungoes geradoras de momentos por en-
volverem niimeros complexos; entretanto, elas tém duas vantagens importantes sobre f.g.m.s: primeiro,
wx(t) é finita para toda v.a. X e todo t € R; segundo, a f.d. de X (e geralmente a densidade, se
existir) pode ser obtida a partir da fungao caracteristica através de uma “férmula de inversao”. Usando
propriedades das funcoes caracteristicas poderemos provar a LfGN e o TLC. Assumimos, daqui em
diante, conhecimentos sobre nimeros complexos e o basico de derivadas complexas.

Uma v.a. complexa Z pode ser escrita como X+iY', sendo X e Y v.a’s reais. As mesmas propriedades
da esperanca continuam validas para Z, notando que FZ = EX + 1EY. Reservaremos X e Y para
denotar v.a's reais. Suponha que X é uma v.a. et € R é constante (reservamos t para denotar
constantes reais). Entao |eX| = 1, de modo que ¢"¥ tem esperanca finita e a fungdo caracteristica de
X é bem definida. Note que ¢x(0) = E[1] =1 e, dado t € R,

lox(t)] = |E[e"¥]] < E[le"[] = E[1] = 1.
A explicacao para que as fungoes caracteristicas sejam finitas para todo t € R enquanto as f.g.m.s nao
sao finitas em geral é que € é limitado e e’ nao.

Exemplo. Seja X uma v.a. que toma o valor a com probabilidade 1. Entao

ox(t) = E[e™] = ¢ t ¢ R,
Em particular, se X toma o valor 0 com probabilidade 1, entao sua fungao caracteristica é identica-
mente igual a 1.

Se X é v.a. e a,b sdo reais quaisquer, entao
S0a+bx(t) _ E[eit(a+bX)] — E[eitaeith] _ eitaE[eith],
logo
Parnx (t) = e"ox (bt),t € R.

Exemplo. Seja U uniformemente distribuida em (—1,1). Entao dado t # 0,

1o
wu(t) = / e =du
-1 2

Dados a < b, seja
a+b n b—a
2 2
Temos X uniformemente distribuida em (a,b) e, para t # 0,
_ pitlatb)/2 sin((b — a)t/2)

X = U.

t) =
ex(t) (b— a)t/2
Por outro lado,
b1
ex(t) = /a e xb — adx
eibt _ 6iat
" itlb—a)

Nao é muito complicado verificar que os dois valores concordam.

112



Exemplo. Seja X uma v.a. exponencial de parametro A. Entao

ex(t) :/ e \e M dx

0
_ / e—()x—it)mdx
0
A

(-itya”
= _ 0 pit)z
Como $h_>r£10 e =0 e e ¢ limitado em z, segue que
lim e~ (AT = Jim e %™ = ()
T—00 T—00 )
Logo,
A
t —
exl) = 3=
Suponha que X e Y sdo v.a.s independentes. Entdo ¥ e Y também sido independentes, de modo
que
(PXJrY(t) _ E[eit(X+Y)] — E[eitXeitY] — E[eitX]E[eitY]’
ou seja,

ex+v(t) = ex()ey(t),t €R.
Essa férmula se estende facilmente para nos dar o fato de que a func¢do caracteristica de uma soma
finita de v.as independentes é o produto das fungoes caracteristicas individuais.
Podemos mostrar também que px(t) é continua em t; ademais, se X tem n-ésimo momento finito,
entao gog?)(t) existe, é continua em ¢ e pode ser calculada por
. dr . 4 ‘
PR () = —oBle"™] = B2 -e™] = E[(iX)"e"].
dt dt
Em particular,
P(0) = " B[XM].

Expandindo ¢x(t) em série de poténcias, temos

oxtt) = £l = 5 |32 VA 57 L

| !
= n! n!

n=0

Exemplo. Seja X normalmente distribuida com média 0 e varidncia 0. Vimos que E[X"] =0se n
é impar e, se n é par,
2k
ny __ 2k g (2k)|
E[X"| = E[X*] = —orpl
Logo,
00 Z2kE[X2k] ok 00 (_O_2t2/2)k 2.9
t = 71‘; — A S t /2
ex() Z (2k)! Z k! €

k=0 k=0
De forma geral, se X ~ N(u,0?), entdo X = u+Y com Y ~ N(0,0?). Dali,

ox(t) = ™e P2 t e R.

Seja X v.a. com f.g.m. Mx(t) finita em (—tg,ty) para algum to > 0. Como
Mx(t) = Ele"]

px(t) = Ble"],
é razoavel esperar que
Dito de outro modo, é razoavel esperar que trocando t por it na f.g.m. obtemos a férmula da funcao

caracteristica. Esse de fato é o caso, mas um entendimento adequado da teoria envolve o conceito de
continuagdo analitica da teoria de fungdes complexas. Para exemplificar, seja X ~ N(u,c?). Vimos
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que
My (t) = ee” /2,
de modo que
Mx(it) - eu(z‘t)egz(it)z/z _ ei“te_”2t2/27

COomo vimos.

8.5 Formulas de inversao e o Teorema da Continuidade

Seja X uma v.a. inteira. Sua fun¢do caracteristica é dada por
px(t) =D e’ fx(j).
JEZ
Uma das propriedades mais titeis de px(t) é que ela pode ser usada para calcular fx (k). Mais especi-
ficamente, temos a “férmula de inversao”

1 ™ _
fxk) = o= [ e Mox(@a
—Tr
Para verifica-la, escrevemos o lado direito como
1o St fy(5)| dt
9 € e fx(7) :
TS JEZ
Pode-se mostrar que é permitido trocar a integral com a série, de maneira que temos

1 T
> fxli)y / Rt gy,
T J—

JEZ 4
Para completar a demonstragao, precisamos mostrar que essa ultima expressao é igual a fx (k). Para

isso, é suficiente mostrar que
1/7T U=t gy — 1’j: =k
27 Jn 07] 7£ k

E claro que para j = k vale o exposto acima. Se j # k, entdo

P i(j—k)r _ —i(j—k)m
1/ Gili-kt gy _ € U= _ g=ili k)
21 J—n 2mi(j — k)

B sin((j — k)m)
m(j — k)
= O’

como queriamos.

Exemplo. Sejam X, ..., X, v.a’s inteiras i.i.d. e S,, = X7 +--- + X,,. Entao pg, (1) = (px,(£))" e,
pela férmula de inversao,

foulh) = 5 [ e ex,0)ar

Essa igualdade é a base de quase todos os métodos para a analise do comportamento de fg, (k) para
n grande e, em particular, é a base da prova do TLC “local”.

Existe, ainda, uma andlogo para v.a.’s continuas da férmula de inversao. Seja X v.a. cuja funcdo
caracteristica é integravel, ou seja,

/R|90X(t)|dt < .

Pode-se mostrar que nesse caso X ¢é v.a. continua com densidade fx dada por
1 ot
= — - t)dt.
fx(@) 2T /}Re ex(t)

| Exemplo. Seja X ~ N(0,0%). Vamos mostrar que a férmula de inversio acima é vélida para X.
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—o*1/2 T,0g0, por definicio,

242 . 1 2 2
e 7 t4/2 _ / ezt:c e~ /20 dr.
R g

V21

Sabemos que px(t) =€

Se substituirmos ¢ por —t e o por 1/0, obtemos

—t?/20% _ e—ita: g e :z:2/2d

RO V2T

1 6—152/202 _ 1/ e—zta: —o x2/2d
27 2T
Finalmente, trocando x por ¢ na ultima igualdade, obtemos

1 2 2 1 3 242
—z?/20 / —itx  —o?t /th
—F€ = € € )
oV 2T 21 Jr

que nada mais é que a formula de inversio no caso particular de X ~ N(0,0?).

ou, equivalentemente,

Seja X v.a. qualquer e seja Y v.a. independente de X com distribui¢ao normal padrao. Seja ainda
¢ > 0 uma constante positiva. Entao X + ¢Y tem funcao caracteristica
)
SOX(t) e ¢ t /2.
Como @x(t) é limitada em médulo por 1 e e~¢"*/2 ¢ integrével, segue que X + ¢Y tem uma funcao
caracteristica integravel. Logo, podemos aplicar a féormula de inversao e X + ¢Y é v.a. continua com
densidade dada por

1 —itx —c2t?
Oxtey(x) = %/Re Tox(t)e ! 12dt.

Integrando ambos os lados em [a, b] e trocando a ordem de integragdo, concluimos que

1 b 242
Pla< X +c¢Y <b)= / (/ e oy (t)e /2dt> dx

7/ ztzdx SOX(t) 702t2/2dt

ou

—ibt _ i

1at
Plas X +c¥ <b) = 217r/ (6 —it ) px(t)e "t
A importancia desta ultima equacao é que ela é valida para qualquer v.a. X. O lado direito dela
depende apenas de X através de ¢x(t). Usando esse fato e fazendo ¢ — 0, pode-se mostrar que a
f.d. de X ¢é determinada por sua funcao caracteristica. Esse resultado é conhecido como teorema da
unicidade, e pode ser enunciado como segue.

Teorema 8.8 (Unicidade). Se duas v.a.s tém a mesma fungao caracteristica, elas tém a mesma funcao
de distribuicao.

Exemplo. Vamos usar o teorema da unicidade para mostrar que a soma de duas v.a.'s normais inde-
pendentes é também normal. Sejam X e Y independentes com distribuigoes N (1, 03) e N(pa,03),
respectivamente. Entao

px(t) = emte-eie2

py (t) = ehetemst /2,
de modo que

oxiy(t) = px(t) = pilm )t ;= (of+03)t%/2

Logo, a funcao caracteristica de X + Y é a mesma que a de uma v.a. com distribuicao normal de

média py + g e variancia o7 + o3. Pelo teorema da unicidade, X + Y deve ter essa distribui¢ao

normal.

A aplicacao mais importante da férmula de inversao “continua” é que ela pode ser usada para derivar
o resultado a seguir, que é a base da prova da LfGN e do TLC.
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Teorema 8.9 (Continuidade). Sejam X,,,n > 1 ¢ X v.as tais que
lim px, (t) = ¢x(t),t € R.

n—oo
Entao

n—oo
em todos os pontos onde Fx é continua.

Esse teorema diz que a convergéncia de funcoes caracteristicas implica a convergéencia das fungoes
de distribuicao correspondentes ou, dito de outro modo, que as fungbes de distribuicdo “dependem
continuamente” de suas fungoes caracteristicas. Por isso, esse teorema ¢ conhecido por teorema da
continuidade. Sua demonstracao ¢ trabalhosa e nao sera apresentada aqui.

8.6 Demonstracao da Lei Fraca dos Grandes Nimeros e do Teorema do
Limite Central

Nessa secao, usaremos o teorema da continuidade para provar a LfGN e o TLC. Para tal, precisamos
discutir primeiro o comportamento assintético de log ¢ x (t) préximo de ¢t = 0.

Seja z € C tal que |z — 1| < 1. Podemos definir log z pela série de poténcias (para |z —1| > 1, outras
definigoes de log z sdao necessarias)

(=12  (z—1)
logz=(z—-1) — 5 + I

Com essa definicdo, temos as propriedades usuais que log 1 = 0, €!°¢* = 2z, |z—1| < 1,ese h(t),a <t < b
¢ uma fungdo holomorfa tal que |h(t) — 1| < 1, entdo

d
pr log h(t) = ok

Seja X v.a. com funcao caracteristica px. Entdo ¢x é continua e px(0) = 1. Logo, log px(t) é bem
definida para ¢ proximo de 0 e log ¢ x(0) = 0.
Suponha agora que X tem média finita p. Entao ¢x(t) é diferenciavel e ¢’y (0) = iu. Logo,
1 t 1 t)—1 0
i 108 ex(t) _ . logpx(t) — logpx (0)
t—0 t t—0 t—0

Consequentemente,
1 t) — it
i 108 Px () —ipt
t—0 t
Suponha que X tem varidncia finita 0. Entdo ¢x(t) ¢ duas vezes diferencidvel e
P (0) = —E[X?] = —(u" + 0%).
Podemos aplicar a regra de I’'Hospital para obter
1 t) —iut "t t)—1
o 08 @x(8) —ipt @ (8)/ex(t) —in
t—0 2 t—0 2t
"(t) — —i t
iy P () = —ipeox ()
=0 2tpx (t)
i (t) — ipex ()

= lim .
t—0 21

0.
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Aplicando a regra de ’'Hospital novamente, temos

g log wxiz) —ipt _ x(0) —;’uw’x(o) )
_ —w+ o) = @)’
= 5 (3)
= (4)

Teorema 8.10 (LfGN). Sejam X;,..., X, v.a’s i.i.d. com média finita pe S, = X1 + - + X,.
Entao para todo € < 0,

. Sn
i P (55 -4 >¢) o

Demonstracdo. A fungio caracteristica de S, /n — u é

e (px, (t/n)". (5)
Fixe t. Entao para n suficientemente grande, ¢/n esta suficientemente proximo de 0 de modo que
log ¢x, (t/n) é bem definida e

e " (px, (t/n))" = exp[n(log px, (t/n) —iu(t/n))].
Afirmamos que
lim n(log ¢x, (t/n) —iu(t/n)) = 0.

Essa equagao é imediata para t = 0 ja que log px, (0) =log1 = 0. Se t # 0, podemos escrever o lado
esquerdo como

¢l 108 ox(t/n) —ip(t/n)
n—00 t/n

Mas t/n =25 0, de modo que o tltimo limite é 0, e estd mostrado o limite desejado. Segue entdo

que a fungao caracteristica de S, /n — p se aproxima de 1 quando n — oco. Agora, 1 é a funcao
caracteristica de uma v.a. X tal que P(X =0) =1. A f.d. de X é dada por

Fy(z) = {1,x20

0,z <0
A f.d. é continua em todo ponto menos em x = 0. Tome £ > 0. Pelo teorema da continuidade,

lim P(S,/n—pu<—¢)=Fx(—e)=0

n—oo

lim P(S,/n—u<e)=Fx(e)=1.

n—oo

Esse dltimo resultado implica que

1imP(S"—u>5):0
n

n—o0
que, junto com o pentltimo limite, implica a LfGN. O
Teorema 8.11 (Limite Central). Sejam X;, Xo,... v.a’s i.i.d. com média finita p e varidncia nao

nula o2. Entao

) Sp — nu
lim P (U\/ﬁ < Jf) = ®(z),x € R.

Demonstracao. Faca
Sy —np

ovn
Entao, para t fixo e n suficientemente grande,
sz () = €7V g (t/a/n) = eI (o, (t/av/n)",

Sa

117



ps; (1) = exp[n(log px, (t/ov/n) — ip(t/o/n))|.
Afirmamos que
lim n(log ox, (t/ov/n) —in(t/ov/n) = —£/2.

Se t = 0, entao ambos os lados s@o 0 e a equacao vale. Se t # 0, podemos escrever o lado esquerdo

L. logwxl(t/ax/_)—w(t/m/_)
o2 noo (t/oy/n)?

12 o? t?
o? <_2> )
Logo a equacao vale para todo t. Segue dai que
lim @g:(t) = e 2 teR.

n—oo
Ora, mas essa ¢ a fungdo caracteristica de uma v.a. X com distribui¢do normal padrao e f.d. ®(z).
Logo, pelo teorema da continuidade,

lim P(S) <z)=®(x),z € R,

n—oo

como queriamos mostrar. O

que ¢ igual a

8.7 Exercicios - esperanca e momentos de v.a.'s continuas

1. Sejam X e Y v.a’s independentes tais que X ~ I'(aj,A) e Y ~ I'(aw, A). Considere Z =Y/ X.

a) Determine para quais valores de oy e ay teremos EZ finita e calcule EZ neste caso. Deter-
mine para quais valores de a; e ay teremos E[Z?| finita e calcule Var(Z) neste caso.

Solucao.
a) Temos

)\az as—1 )\041 ar1—1
EZ = / / g, e_)‘y AL e dx dy
['(ay)

— a1—1-1_—dx 2d
F(al)/ox caNw

. )\al_l F(Oél - 1)
N F(Ql) Aol

(8%

%)

= Y
a1 — 1
onde impomos as condi¢oes as > 0 e a; > 1 para que as integrais existam.
b) Para a; > 2, temos

2 )\az ags—1 )\al a1—1
/ / . el T e dx dy

I'(ar)
(042 + 1) / 1—2-1 -\

— . (07 Wi d
F(ozl) A2 o ‘ v
)\al_l F(Oél — 2)

= T2t e

042(042 —+ 1)

a (a1 — 1)(041 — 2)7
onde impomos a condi¢do « > 2 para que a integral exista. Dal, temos
1 -1
Va2 - 0D o oalentoa=1)
(Oél — ].)(Oél — 2) (Oél — 1) (Oél — ].) (Oél — 2)

2. Seja X ~ x2(n), ou seja, X ~ T'(n/2,1/2). Calcule a esperanca de Y = v/ X.
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Solucdo. Temos
EY:/ VT fx(z) de
R

_ /°° x1/2(1/2)n/2xn/27167x/2 d
0 I'(n/2)
o (1/2)71/2 o n+1)/2—1_—x/2
= T(n/2) / g D/2=1e=2/2 gy
I'((n+1)/2)
=V )

O

3. Sejam U; e Uy v.als i.i.d. com distribuigdo comum Exp(\) e seja Y = max(Uy, Us). Obtenha a
esperanca e a variancia de Y.

Solucdo. Da independéncia de U; e Us, temos que

Fy(y) = Fu(y)Pv(y) = (1 — e V)%,
para todo y > 0 e Fy(y) caso contrario. Portanto,

2Xe (1 —e M),y >0
() :{ ( ),y
0,c.c.

Dai, segue que

Temos também

Portanto,

4. Seja X =sin©, em que © ~ U(—2,2). Determine EX e Var(X).
Solucdo. Temos

EX = / sin @ fo (6) d6

w/2
—/ sin @ - —d@

w/2
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EX? = /R sin? 0 fo (0) d

/2 1
:/ sin20 - — do
—7/2 T

1 /2
= —/ 1 — cos(20) do

2T —7/2
=1/2.
Portanto, Var(X) = 1/2. O
5. Seja X ~ N(0,0?). Determine a esperanca e a varidncia das seguintes v.a.s:
a) |X];
b) X2
Solucdo.
a) Temos
E|X| = 2/ fx(x) do
0
2 00
= \/70/ e “du
7 Jo
\/5
=\/—0.
™
Ademais,

Var(X) = B(X?) — E|X|* = o* (1 - i) :

b) Do texto, sabemos que
klo*
EXk (k/2) |2k/27
0,c.c.

Portanto, F(X?) = 02 e Var(X?) = E(X*) — E*(X?) = 20%.

k par

O
6. Sejam X e Y v.a’s com densidade conjunta
V15 2% — oy + 4y?
Prx(a,y) =~ exp| - y) € R
4 2
Determine o coeficiente de correlacao entre X e Y.
Solucdo. Como FX =0 = EY, temos que
E(XY)
X, Y)=
Como
E(XY) = // vy fxy (@,y) dedy
V15 V2
= ﬂ\/ ,/ / exp( 15y2/8)
A Vors \/4/1
2
15
Portanto,
p(X,)Y) =~
O

7. Sejam X e Y v.a’s independentes tais que X ~ N(u,0?) e Y ~ (o, \). Obtenha a esperanga e
a variancia de Z = XY
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Solucdo. Como X e Y sdo independentes, temos E(Z) = EXEY = pa/A. Dali,

ala+1) p?a?  «
%) e T e T X(0'2()é+0'2+/£2).

Var(Z) = (6 + 1
[
8. Sejam X e Y v.a's tais que EX = EY =0, Var(X) = Var(Y) = 1 e p(X,Y) = p. Mostre que
X — pY e Y sdo ndo-correlacionadas, E[X — pY]=0e Var(X — pY) =1 — p°.
Solucdo. Temos
Cov(X — pY,Y) = E[(X — pY)Y] — E[X — pY]E[Y] = E[XY] — pE[Y?].
Como EY = 0 e Var(Y) = 1, temos F[Y?] = 1. Ademais, como p(X,Y) = Cov(X,Y) =
E[XY], temos Cov(X — pY,Y) = p—p = 0. Por fim, E[X — pY] = EX —pEY =0¢
Var(X — pY) = E[X?] — 2pE[XY] + p?E[Y?] =1 — p°. O

9. Seja X ~ Uf(a,b). Obtenha Mx(t), a fun¢ao geradora de momentos de X.

Solucdo. Temos
b 1
Mx(t) = / e fx(z) dor = / et‘”b dx.
R a —a
Set =0, Mx(0) =1. Set # 0, entdo
M 6bt - eat
t) = .
x(t) (b—a)t
O
10. Use a funcao geradora de momentos para obter a esperanga e a variancia de X, nos seguintes
casos:
a) X ~ B(n,p)
b) X ~ Poisson(\)
Solucao.
a) Feito no texto.
b) Para todo t € R, temos
00 )\:1: 00 ()\et)z .
_ tw AN - _ A de
Mx(t)—;:%e ey =e ;::o o =eer
Portanto,
M (t) = e e At = Mi(0) = EX = \.
Ademais,
My (t) = Ae (e Ne? + e,
donde segue que M%(0) = A2 + X\ = E[X?]. Portanto, Var(X) = \.
[

11. Use a funcao geradora de momentos para obter os momentos de todas as ordens de X, nos
seguintes casos:
a) X ~ N(0,0?)
b) X tem densidade fx(z) = e ?| z € R.

Demonstracao.
a) Feito no texto.
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b) Temos, para t € (—1,1),

Portanto,
XM _ {O,m impar
m!, m par
]
12. Sejam Xy, Xs,..., X, v.a’s independentes. Use a funcdo geradora de momentos para obter a
distribuicao de S,, = X; + X + - - - + X,,, nos seguintes casos:
a) Xz ~ P(Oéi, )\)
b) Xi ~ Exp(A)
¢) Xi~ B(ni,p)
d) X; ~ Poisson()\;), parai=1,...,n.
Solucao.
a) Temos
D TTMe =11 (-2 = (- =
_izl Xi _izl A—t At ’ .
Portanto, S,, ~ I' (3, ay, A).
b) Temos
n LI | 1 A"
t) =[] Mx,(t) = = =< >J<A-
) g ®) Z.Zl_[ll—t/)\ (L—t/A)n A—t
Portanto, S,, ~ I'(n, \).
¢) Temos
Ms, (t) HMX e +1-p)" = (pe! + 1P, W e R
=1
Portanto, S,, ~ B (Zi ni, p).
d) Temos
Mg, (t) HMX Hexp( e —1)) = exp l(et—l)Z)\i] , Vt € R.
Portanto, S,, ~ P01sson (> )\z).
]
13. Sejam X, Xy,..., X, v.a’s iid. tendo média u e varidncia o2 e seja X = S,/n, onde S, =

Xy 4+ X,
a) Mostre que EX = p e Var(X) = o?/n.
b) Qual o tamanho da amostra que devemos considerar de tal forma que P(|X — u| < 0/10) >
0,957
Solucdo.

a) Feito em exercicios anteriores.
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b) Temos que
P(|X —p| <0/10) = P(—0/10 < X — u < 0/10)

=P(X <pu+0/10) — P(X < pu—c/10)
= P(S, <nu+no/10) — P(S, < nu —no/10).

Usando o TLC, temos que essa probabilidade pode ser aproximada por

D(\/1/10) — D(—//10) = 20(y/m/10) — 1.
Portanto, para que a probabilidade desejada seja pelo menos 0,95, devemos ter n tal que
®(1/n/10) > 0,975 < \1/(? > 1,96 < n > 384, 16.

Como n € N, devemos ter uma amostra de tamanho 385, pelo menos.

]

14. Da experiéncia passada, um professor sabe que a pontuacao de um estudante no seu exame final
é uma v.a. com média 75.

a) Dé um limite superior para a probabilidade de que a pontuacdo do estudante excedera 85.
b) Se, além disso, o professor também saiba que a varidncia da pontuagdo do estudante é 25, o
que pode ser dito sobre a probabilidade de que o estudante tera uma pontuacgao entre 65 e
857
Solucao.
a) Pela desigualdade de Markov, temos

75
P(X 2 85) < o= ~ 0,88,

b) Usando o TLC, temos
P(65 < X < 85) = P(X < 85) — P(X < 65)

X - X -
:p( 75§2>—P 75<_2>

5 5 =
~ O(2) — O(—2)

=20(2) — 1

=2.0,9772 — 1

= 0,9544.

Portanto, a probabilidade procurada é aproximadamente 0, 9544.

]

15. Um corredor procura controlar seus passos em uma corrida de 100 metros. De sua experiéncia,
ele sabe que o tamanho de seu passo na corrida é uma v.a. com média 0,97 metro e desvio-padrao
0,1 metro. Determine a probabilidade de que 100 passos difiram de 100 metros por nao mais de
5 metros.

Solucao. Se X é a v.a. que modela o tamanho do passo na corrida, queremos estimar
P(]100X — 100] < 5). Temos, usando o TLC, que essa probabilidade ¢ igual a

P(|X — 1] <0,05) = P(0,95 < X < 1,05)
X —0,97 X —0,97
:P<m go,s) —P<071 < —0,2)
~ ®(0,8) — B(—0,2)
~ ©(0,8) + (0,2) — 1
— 10,7881 +0,5793 — 1
= 0,3674.
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