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1 Introducao

Esse arquivo consiste das notas de aula tomadas durante o curso de Introdugao a Algebra Linear realizado
em 2019/2 na UnB e ministrado por Pavel Zalesski'. Foi utilizado o livro Introducio ¢ Algebra Linear,

Editora PHB - C.H. Edwards, Jr. e D.E. Penney.
2 Matrizes, sistemas lineares e determinantes

Definicao. Um sistema de m equagoes lineares com n incdgnitas tem a sequinte forma:

1121 + a1221 + - + a1y = by

2121 + A22T2 + -+ + A2pTy = b

, onde a;;,b € R e x1,29,...,2, sdo incégnitas.
Am1T1 + Am2T2 +--- + AmnTn = b’m
A matriz
air a2 - Gin by
az1 G2 - G2n, b
_A =
Am1 Am?2 Tt Amn bm

é dita matriz associada de (1).
Exemplo. A matriz associada de

221 4+ 320 — Tx3+ 424 =6
To +3x3 —5xry =0
-1 + 229 — 924 = 17

2 3 =7 4 6
o 1 3 -5 0
-1 2 0 -9 17

Para resolver sistemas lineares, usamos operagoes de linha, que sao:
1. Multiplicar uma linha por um nimero

2. Trocar duas linhas

3. Adicionar um multiplo de uma linha a um multiplo de outra linha

Fato. Operagéoes de linha nao alteram o conjunto-solucao do sistema.

Além disso, podemos efetuar as operacoes de linha na matriz associada do sistema.
Exemplo. Vamos resolver o sistema

T+ 29+ 23 =06
3$1 +81’2 +7£L’3 =20
2x1 4+ Txo + 923 = 32

LContato: p.zalesski@mat.unb.br (61) - 3107-6438 Sala: A1-414/06
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Escrevendo a matriz associada e realizando as operacées de linha, temos:

1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4 1 2 1 4
3 8 7 200~10 2 4 8| ~]0 1 2 4| ~|(0 1 2 4
2 7 9 23 0 3 7 15 0 3 7 15 0 01 3
Logo, nosso sistema se torna
T+ 229 +23 =4 T =25
To+2x3 =4 - To = —2
],‘3:3 Z‘3:3

Definicao. Uma matriz é dita escalonada se:

1. Todas as linhas nulas ficam abaizo das nao nulas

2. O primeiro elemento nao nulo de cada linha tem somente zeros abaizo dele

Os primeiros elementos nao nulos de cada linha sao ditos lideres. As incégnitas correspondentes
também sao ditas lideres. As outras incognitas sao ditas livres.
Exemplo. A matriz

1

cownv o
o w o~
|
oy

1
0
0

OO O N

estd escalonada, e seus elementos lideres sao 2, 1 e 3.

Com isso, podemos formalizar um algoritmo para resolver um sistema na forma escalonada:
1. Atribuir pardmetros as incégnitas livres

2. Resolver a tultima equagao para a incégnita lider

3. Substituir o resultado na penultima equagao e resolver para a incognita lider

4. Repetir o procedimento até a primeira equagao

Exemplo. O sistema

T — 2T + 3x3 + 224 + x5 = 10
3534*21'5:*3
x4 — 45 =7

tem matriz associada

1 -2 3 2 1 10
A=1[0 0 1 0 2 =3| (2 exs5 sdo as incdgnitas livres)
o 0 01 —4 7

que jd estd escalonada. Fazendo ro =s e x5 =t, com s,t € R, obtemos:

T, =5+ 2s— 3t

To = S
$3:—3—2t
Ty =7+ 4t
Trs =1
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Mas como escalonamos uma matriz? Para isso, usamos o Algoritmo de Eliminacao de Gauss:

1. Encontre a primeira coluna nao nula

2. Encontre o primeiro elemento nao nulo dessa coluna e troque a linha desse elemento com a primeira

linha

3. Agora, use esse elemento para zerar todos os elementos abaixo dele

0 a * * * -+ %
0 0
A=101 a
0 0
0 0

4. Execute os passos anteriores para A

5. Continue até escalonar
Exemplo. Vamos escalonar a matriz associada A de
xr1 — 2209 4+ 3x3 + 2204 + x5 = 10

2x1 — 4xo + 8x3 + 3wy + 1025 = 7
3x1 — 622 + 10x3 + 64 + x5 = 27

Temos que
1 -2 3 2 1 10 1 -2 3 2 1 10 1 -2 3 2
A=12 -4 8 3 10 7|~|0 O 2 -1 8 —-13|~1|0 0 2 -1
3 -6 10 6 5 27 0o 0o 1 0o 2 -3 0 0 O %

Definigao. Uma matriz escalonada é dita escalonada reduzida se:

1. Cada elemento lider € 1

2. O elemento lider € o unico elemento nao nulo na coluna

Exemplo. As matrizes

Lor [roo 3 0] [ 2 0] Lo -7
{Ol],0140,001,015
o0 0 1] |o o0 o] |0 0 o0

estdo escalonadas reduzidas, enquanto que as matrizes

10 0] [1 o 2
02 1/,/0 1 0
00 o0l [0 01

estdo escalonadas, mas ndo reduzidas.

Para escalonar e reduzir uma matriz, utilizamos o Algoritmo de Eliminacao de Gauss-Jordan:

1. Execute o Algoritmo de Eliminagao de Gauss para escalonar a matriz

2. Divida cada linha nao nula pelo elemento lider

3. Use combinagoes lineares de linhas para zerar tudo acima dos elementos lideres

Exemplo. Vamos escalonar e reduzir A.

1 21 4 1 21 4 1 21 4 1 2 1 4 1 2
A=13 8 7 20~ 1|0 2 4 8| ~|(0 1 2 4|~ |0 1 2 4(~ |0 1
2 79 23 0 3 7 15 0 3 7 15 00 1 3 0 0

O O =

[t
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Teorema 2.1. Um sistema linear de equagdes ou tem uma inica solucao, ou nao tem nenhuma solucao,
ou tem infinitas solucoes.

Demonstracdo. Aplicando a eliminacao de Gauss-Jordan ao sistema

1121 + 1221 + - + a1p%, = by

2121 + A22T2 + -+ + A2pTy = b

Am1T1 + Qpm2X2 + - + AmpTn = bm
e chamando as variaveis lideres de z;,,xj,,...,;,, obtemos

Tj + E C1j%; = dq

T, + E CojT; = do

SL']‘T + E C»,‘j(Ej = dr

0= dr+1

0=dpn

em que os somatérios envolvem apenas varidveis livres. Note que o sistema sé tem solucao se
dpydry1,...,dy, sao todos nulos. Nesse caso, se 7 < n, entdao podemos atribuir parametros a algumas
varidveis livres e, por isso, o sistema é possivel e indeterminado (tem infinitas solucdes). Se r = n, entdo o
sistema é possivel e determinado, isto é, ha apenas uma solucao, a saber, x; =d; comi=1,2,...,n. O

Definicao. Um sistema linear € dito homogéneo se tem a forma

a11r1 + a2y + -0 + apry, =0

(2171 + a22Ty + -+ + a2pTy, =0

Am1T1 + Qp2T2 + - + App®y =0

Note que (2) sempre tem pelo menos uma solucao, a saber, a trivial (x; = 0,Vi). Se (2) tem mais
incégnitas que equacgoes, entao hd infinitas solugoes.

Exemplo. O sistema
47171 — 73582 + 56I3 + 21£E4 =0
1921 + 81z — 1723 — 9924 = 0
53x1 + 629 4 3923 + 2524 =0
tem infinitas solucoes, pois hd mais incdgnitas que equacoes.

Definicao. A matrizn xn

1 00 0
010 0
0 0 1 0

: 0
00 0 1

€ dita matriz identidade de ordem n e denotada por I,.
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Supondo, em (2), que m = n, a matriz associada é quadrada n x n. Nesse caso, a tnica solucao é a
trivial e aplicando o Algoritmo de Eliminagao de Gauss-Jordan & matriz associada (com excegao
da ultima coluna), obtemos a matriz

1 00 0
010 0
I, =001 0
: 0

00 0 1

ou seja, a matriz identidade de ordem n.
Observagao. Uma matriz A tem uma unica matriz escalonada reduzida associada a ela.

Exemplo. A matriz associada ao sistema

1+ 2x9+23=0
3x1 +8x2 + Tx3 =0
2Z1+7.’£2+9$3:0

é (retirando a 4ltima coluna, pois ela nao altera o escalonamento)

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 0 1 0 0
B=|[3 8 7| ~|0 2 4/~ |0 1 2~ |0 1 2| ~[0 1 0| ~1]0 1 O
2 79 0 3 7 0 3 7 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Acrescentando a coluna de zeros, obtemos
1 0 00
0 1 0 0
0 010

logo a unica solugcao do sistema € a trivial.

2.1 Operagoes com matrizes

As matrizes A = (ai;),m x n e B = (b;;),k % e sdo iguais se tém o mesmo tamanho, i.e., m =k e
n=-eesea;=by,Vi,jecN.

A soma A + B esta definida se A e B tém mesmo tamanho e, neste caso, A + B = (a;; + b;;).

Exemplo. Se
a=l & S en= T5
entao
A+ b= [171 :?7) g}
Definicao. Para ¢ € R, podemos definir ¢ - A = (c- a;j). Se ¢ = —1, escrevemos —A e definimos

B—-A=DB+(-A).

Exemplo. Com as matrizes do exemplo anterior, obtemos

9 0 -3 5 3 -9
34 = {6 —21 15] ¢3A-B= {—3 —21 17]
P
Definicao. Sejam A = (a;;) m xp e B = (b;;) p x n. Entao, (AB) =C = (¢;5), com ¢;j = Zaikbkj.
mXn
k=1
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Exemplo. Note que

2 -1 15 -1 3 ~18 14
A_{—Al 3}’3_[3 7};”43_{5 1}’BA_[—22 18}

ou seja, o produto de matrizes, em geral, nao é comutativo.

Exemplo. Usando a defini¢do de produto de matrizes, podemos escrever o sistema (1) na sequinte forma:

a1 a2 - Gin | |71 by

a1 Q22 - G2p | | T2 ba

Am1 Am2 e Amn Tn bn
——

A X B

AX = B € dita forma matricial do sistema

Observagao. E comum escrever a matriz das incdgnitas com uwma seta em cima (X ), representando um
vetor.

Exemplo. A forma matricial do sistema

x

3x1 —4xo + 3+ Txy = 10 3 —4 1 7 10
Ay — 533+ 2204 =0 éla 0o -5 20|™=]o0
3
1 + 929 4+ 223 — 624 = 5 1 9 2 —6 T4 o
Observagao. Sejam
1 5 3 4
4 1 -2 7 3 -1 2 1
A_[3 1 -1 5}’3_ -2 4 O = -2 3
2 3 1 -3

Entao, temos

25 —10 25 —10
AB_[lS —5}’314_[18 —5}

Percebemos entao que AB = AC' % B = C, em geral.
Definicao. A matriz cujas entradas sao todas nulas € dita matriz nula e € denotada por 0 ou simples-

mente 0.

2.2 Propriedades de operacoes com matrizes

1. A+ B = B + A (comutatividade da soma);
2. (A+ B)+C = A+ (B+ () (associatividade da soma);
(AB)C = A(BC) (associatividade do produto);

- W

(A+B)C = AC+BC e A(B+C) = AB+ AC (distributividade do produto & direita e & esquerda);
5. 04+ A = A, para qualquer matriz A (0 é o elemento neutro da soma);

6. Seja A = (a;;) uma matriz p x ¢. Entao, I,A = AI, = A. (I,, é o elemento neutro da multiplicacao).
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Demonstracio. 1. Sejam A = (a;5), B = (b;;) tais que a soma estd definida. Da definicdo, segue que
A+ B= (Clij—Fbij) = (blj —I—aij) =B+ A.

2. Sejam A = (a;5), B = (b;;),C = (c;;) tais que a soma estd definida. Da definigdo, segue que
(A+ B) 4+ C = ((aij +bi;) + ci5) = (ai; + (bij + ¢i5)) = A+ (B+C).

3. Sejam Amxn = (aij),anp = (bij),C’qu = (Cij). Daf, temos
< Z aikbkj) er] >
L ~k=1
Z aikbkjcjr]>
L k=1

(L2

BO)

(AB)C

|

<
Il
—

I
N i e e N
<.
=

M=

=~
Il
—

—~

4. Vamos demonstrar essa propriedade apenas & esquerda. A demonstragdo a direita é andloga.
Sejam A = (a;;), B = (bi;),C = (c;j) tais que a soma e o produto estdo definidos e D = A(B + C).
Temos

I
NE

dij aik (brj + cxj)

ES
Il
—

p
aikbr; + E QikChj
=1

Il
NNk

|
N

B+ AC

5. Segue da definigao de soma.

6. Seja A = (a;;) uma matriz p x ¢. Da definigdo de produto, segue que I;A = (¢;;) sendo
q
cij =Y airby
k=1

Como by sao elementos da matriz identidade, eles sao nulos para k # j e 1 para k = j. Dai, para cada
J, ou seja, para cada coluna, ¢;; = a; - 1 = a;, logo I;A = A. A demonstragdo para Al, é andloga. O

Observagao. Para todo c € R,c- A= C - A, sendo

c 00 0
0 ¢ 0 0
c—10 0 ¢ 0| —¢.1,
: 0
00 0 c

2.3 Matriz inversa
Considere que todas as matrizes a seguir sao quadradas.

Defini¢ao. Dizemos que A, xn € tnversivel se IB|AB = BA = I,,. Nesse caso, B € a inversa de A e
¢ denotada por A1,

Proposicao. Se A ¢ inversivel, entdo A~! € tinica.
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Demonstracdo. Suponha que B e C sao inversas de A. Da definigao, segue que

BAC =BI,=B N BAC=1,C=C

B=C
O
. - a b .. , . 1 1 d =b
Proposigao. Tome A = . A éinversivel se, e s6 se, ad—bc # 0 e, neste caso, A~" = . .
c d ad—bc |—c a
Demonstracdo. (=) Se A é inversivel, entdo existe B = E 3}] tal que
. d
ar+bz=1 _ad—é)c
a bllz y| _ ay +bw =0 y=-——" 1 d —b
[C d] [Z w]_12:> crtds =0 = :7adcbe :B_adbc[c a]
cy+dw=1 acé— be
[ —
(<) Note que
I {d =blla b _ 1 |da—bc 0 g
ad —bc |—c a||c d| ad-bc 0 ad —be| — 2
a b I 1d b _ 1 ad — be 0 7
c dlad—bc |—c a|  ad-—bc 0 ad —be| — 2
O

Exemplo.

A

4 6 o, _1[9 -6
b o= =sls
2.4 Propriedades da inversa
L (A t=4
2. (AB)™' = B~'A~! ¢, mais geralmente, (41 Ay---A,)" = A A ALY

Demonstracdo. 1. Da definicdo de inversa, sabemos que AA™! = A1 A =1I,,, logo A é a inversa de A~ 1.

2. Note que
AB(B'A™)=AA'=1,=B'B=(B'A)AB

logo (AB)~! = B=tA~L. O

Definicao. Dizemos que a matriz E € elementar se E ¢ obtida da matriz identidade através de uma
operacao de linha.

Observagao. Realizar uma operacao de linha em uma matriz € equivalente a multiplicar ¢ esquerda pela
matriz elementar correspondente.

Exemplo.
1 0] ) [a b] [a b
0 ¢ |c d |
0 1} [a b] B (¢ d
1 0] |c df |a b
1 0] . [a ] [ a b
f 1] |c d|  |fa+tc fbo+d
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Fato. Se A € inversivel, entdo E1Fs---EyA = I,,. Dai, A = Ek_lEk_j1 - -~E1_1

Al = FE\FEs---Eid,.

e, consequentemente,

Esse fato nos dé o seguinte método para inverter matrizes através de operacoes de linha:

Exemplo.
4
5
3
1 3 1 | -1
—10 -9 -2 | 5
0 -4 -1 | 3
1 3 1 | -1
=10 1 0 | 1
0 -9 -2 | 5

2.5 Determinantes

Considere todas as matrizes a seguir quadradas.

1. Se A = (a), det(A) = |A|

a b
2. SeA—[C d

o

a;

} , det(A) = ab — cd.

| 1 00 1 3 1
-1 1 0| =14 3 2
| 0 0 1] 3 5 2
-1 1 0 1 3 1
5 —4 0| =10 -9 -2
6 -6 2 0 1 0
-4 7 —6 10 1 |
1 -2 2| —=10 1 0 |
14 -22 18 0 0 1 |
1 00
— {0 1 0
0 0 1
-4 3 4 3
—2 2| €ainversade |5 6
11 9 3 5

Definigao. O menor M;; da matriz Ay, € o determinante da submatriz obtida de A através da eli-
minacdo da i-ésima linha e j-ésima coluna.

Definicao. O determinante de A = (a;;) € definido por

n

|A| = ay1 M1y — a1aMig + -+ + (=1)" ay, My, = Z(fl)jﬂalelj (expansdo pela primeira linha)

Exemplo.
5 —2 =3
4 0 1
3 -1 2
Exemplo.
2 0 0 -3 _
0 -1 0 0
7T 4 3 5 =2 ;1
-6 2 2 4
2.6

0 -1
7 4
-6 2

1. Se B=c- A, entéo det(B) = c¢- det(A);

2. Trocando duas linhas (ou colunas) de A, obtemos A’ e temos det(A")

Propriedades dos determinantes

j=1

—det(A);

—2(2) + 3(32) = 92

3. Trocar uma linha de A por uma combinacgao linear de linhas de A nao altera o determinante

10
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4. det(AB) = det(A)det(B)
Corolario 2.1.1. Segue da propriedade 2 que a expansao do determinante pode ser feita escolhendo-se
qualquer linha ou coluna da matriz. Dai, temos

n

Al = Z( 1) ag; M, Z 1) ai; My;

j=1

Note que é mais vantajoso, para o calculo do determinante, escolher uma linha ou coluna com o maior
nimero de zeros possivel. Segue do coroldrio 2.1.1 que se a matriz possui uma linha ou coluna de zeros,
entdo det(A) = 0.

Definicao. Uma matriz € dita triangular se possui apenas zeros abaizo ou acima da diagonal principal
(triangular superior e inferior).

Exemplo.
3 6 10
0 5 8 :7‘3 g‘:105
0 0 7
100
3 70 :1‘2 (5)‘ =35
4 6 5

Note que se A é triangular, det(A) é o produto dos elementos da diagonal principal. Além disso, uma
matriz com duas linhas ou colunar proporcionais tem determinante nulo, visto que podemos anular uma,
dessas linhas ou colunas através de uma combinagao linear.

Definicao. A matriz transposta AT de A é a matriz obtida trocando as linhas de A pelas colunas
correspondentes.

Exemplo.
7 —2 61" 7 15
1 2 3 =|=2 2 0
5 0 4 6 3 4

2.7 Propriedades da transposta

1. (AT = A4,
2. (AB)T = BT AT,
3. |A] = |AT|

Demonstra¢do. 1. Segue da defini¢do de transposta;

2. Sejam A e B matrizes n X n. Da definicdo de produto de matrizes, sabemos que:

n T n
= <Zaikbkj> = (Zajkbki>
k=1 k=1

Por outro lado, também sabemos que:

BTAT = (Zb;ka;w) = (Zbkiajk>
k=1 k=1

3. Pelo corolario 2.1.1, podemos escolher qualquer linha ou coluna de A para o cédlculo do determi-
nante. Como escolher uma linha de A equivale a escolher uma coluna de AT e vice-versa, |A| = |[AT|. O

11
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Exemplo.
7 6 0
9 -3 2 :—2'1 g‘——QQ
4 5 0

Teorema 2.2. A € inversivel se, e sé se, det(A) # 0.

Demonstracdo. Sabemos que A é inversivel se, e s6 se, E1FEs--- Ex A = I,,. Note que as operagoes de
linha, i.e., as matrizes elementares F1, Es, ..., Ej alteram, na pior das hipdteses, o sinal de det(A). Logo,
A é inversivel & E1FEy -+ ExA =1, < det(A) # 0. O

Para matrizes 3 x 3, podemos calcular o determinante da seguinte forma:

a1l a2 ais
a1 @22 Q23| = A11022033 + A12023031 + 13021032 — 413022031 — G11023G32 — 012021033
a31 asz a33

Exemplo.
2 -3 -4
-1 4 2|=8-18+40+48-3-40=35
3 10 1

Para o cédlculo do determinante matrizes de ordem superior, vamos tentar triangular a matriz através
de operacoes de linha.

Exemplo.
2 2 =2 0 1 1 -1 0 1 1 -1 0
-4 2 3 1 _2—4 2 3 1 _20 6 -1 1
0 4 -1 4| 7|0 4 -1 4| “j0 4 -1 4
3 1 3 -1 3 1 3 -1 0 -2 6 -1
1 1 -1 0 1 -1 0
0 -2 6 -1 0 -2 6 1 1 2
_—20 4 -1 4 _—20 0 11 2|7 2-1-(-2) ’17 2’_4(—22—34)_—224
3 1 3 -1 0o o0 17 -2

3 Espacos vetoriais

Definicao. Um conjunto V' com duas operagées, soma (+) e multiplicacdo por escalar (-), chama-se
espago vetorial se satisfaz as sequintes propriedades, dados u,v,w € V e a,b,c € R:

1. w+v=v+w (comutatividade da soma)
. (u+v)+w=u+ (v+w) (associatividade da soma)

. 30:04+v=v4+0=0v,Yv €V (existéncia do elemento neutro da soma)

. c(v+w) = cv+ cw (distributividade)
. (a4 b)v = av + bv (distributividade)

2
3
4. YweV,JweV:iw+v=0 (w=—v) (existéncia do elemento oposto)
5
6
7. (ab)v = a(bv) (associatividade do produto)

8

. 1-v=uv,Yv eV (elemento neutro da multiplicagao)

Os elementos de V' sao chamados vetores.

12
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Exemplo. O conjunto R"™ = {(z1,x2,...,2Zn)|x; € R} € um espago vetorial. Note que
($1,$27~~«7$n)+(il/1,y27~~7yn) = (xl +y1»x2+y27"~7xn+yn)
c(x1,Ta,. .., x,) = (cx1,CT2,...,CTy)
0= (0,0,...,0)
(—x1,—T2y...,—Tp) € 0 oposto de (x1,Za,...,2Ty)

Exemplo. O conjunto M,,x, de todas as matrizes m X n € um espago vetorial

Exemplo. O conjunto T de fungdes f: R — R, sendo

(f +9)(@) = f(2) + g(x)
(e fl(x) =c- f(z)
0: f(z)=0

Definicao. Um subconjunto W do espaco vetorial V' chama-se subespaco se W é um espago vetorial
com as operagoes de V.. W ¢é subespaco de 'V se, e so se, W é fechado sob as operacdes de V', i.e.:

L.vyweW=v+weW
22veW =cvoeWVceR

Observagao. Note que o vetor nulo sempre estd em um subespaco W de V', pois se w € W entao
—w € W (propriedade 4) e, portanto, w+ (—w) =0 € W (propriedade 1).

Além disso, V' é um subespaco de V. Os subespacos de V' diferentes de {0} e V' sao ditos
subespac¢os proprios.

Exemplo. Seja A uma matriz m X n. Entdo, o conjunto solu¢ao W do sistema AX = 0 € um subespago
de R™.

Demonstragdo. Sejam z,y € W. Note que A(x +y) = Az + Ay = 0+ 0 = 0, logo = + y é solucao do
sistema e, portanto, x +y € W.

Agora, sejam z € W e ¢ € R. Note que A(cx) = ¢(Az) = c-0=0,Ve € R. Logo, cx é solugdo do
sistema e, portanto, cx € W.

.. W é subespago de R"

W € dito espago-solugao do sistema.

Exemplo. SejaV = Mp,xn e W o conjunto das matrizes de V com a;; = 0 para i, j fivos. W € subespago
de V' 2 Para isso, vamos verificar se as propriedades valem.

Demonstra¢do. Sejam A, B € W. Note que a matriz A + B tem o i X j-ésimo elemento dado por
aij +b;j =040 = 0. Logo, 0 i X j-ésimo elemento de A+ B ¢é nulo, ou seja, A+ B e W.

Agora, sejam A € W e c € R. Note que o i X j-ésimo elemento de c-A é ¢-a;; = 0. Logo,c-A € W.
.. W é subespago.
O

Exemplo. W = {(z1,22,23,24)|z; > 0} ndo é subespaco de R*, pois apesar da propriedade 1 ser
imediata, a propriedade 2 ndo é vdlida, uma vez que —1-(1,1,1,1) ¢ W mas (1,1,1,1) € W.

Exemplo. W = {(x1, 2,23, 24)|21-24 = 0} ndo € subespaco de R*, pois tanto (0,1,1,1) quanto (1,1,1,0)
estao em W, mas (0,1,1,1) 4+ (1,1,1,0) = (1,2,2,1) ¢ W, ou seja, a propriedade 1 ndo vale.
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Definicao. Uma expressao w = ci1v1 + cova + -+ - + CpUp, sendo ¢; € R e v; vetores do espago vetorial V,
chama-se combinacao linear.

Exemplo. Queremos saber se w = (2,—6,3) € combinagdo linear de vi = (1,—2,—1) e vy = (3,—5,4).
Para isso, devemos encontrar constantes c1 e co tais que c1v1 + cove = w. Dai, temos:

c1+3co =2 c1+3co =2
21 —bey = —6 & (C2=2
—c1 +4co =3 02:?

o que € absurdo. Logo, w nao € combinacao linear de vy e vs.

Exemplo. Queremos saber se w = (=7,7,11) é combinagao linear de v1 = (1,2,1), va = (—4,—-1,2) e
vy = (—3,1,3). Para tal, devemos encontrar constantes c1, co € c3 tais que

C1U1 + CoU2 + C3v3 = W

c1 —4cg —3c3 = —7
=4q2c1 —cat+e3=7

1+ 2co +3c3 =11

c1=5—s5
=< c=3—-s5s ,seR
C3 = S

Tomando s = 0, obtemos w = 3vs + bvy. Note que essa combinagdo nao € unica.

Exemplo. Tome o espaco vetorial V = R? e os vetores i = (1,0,0), 7 = (0,1,0) e k = (0,0,1). Note
que todo vetor v = (x,y,z) de V pode ser escrito comov=2x-i+y-j+z-k, ou seja, todo vetor de' V é
combinacao linear de i, j, e k.

Teorema 3.1. O conjunto de todas as combinacdes lineares de vi,vs,...,v, € V forma um subespaco
de V' chamado subespaco gerado por vi,vs, ..., Uy,.

Demonstra¢do. Vamos mostrar que tal subconjunto de fato é subespaco de V.

Sejam ¢1v1 + cava + - - -+ €U, € vy +chva+- - -+ ¢l vy, duas combinagdes lineares. Note que, somando
as duas, obtemos

(c1 4+ c))v1 + (ca + cy)va + - + (cn + ¢),)v, que também é uma combinagao linear.

Além disso, seja a € R. Entao, multiplicando a primeira combinagao linear por «, obtemos

(aey)vy + (acg)ve + - -+ + (e, )v, que também é uma combinagao linear, basta notar que ac; = d; € R.

O
Definicao. Dizemos que v1,vs,...,v, sio linearmente independentes (L.I.) se civy + covo + -+ - +
cpVy = 0 implica ¢1 = ¢ = -+ = ¢, = 0. Do contrdrio, dizemos que vy1,vs,...,V, Sto linearmente
dependentes (L.D.).
Exemplo. Sejam V = R" e e; = (1,0,...,0), ea = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1). Queremos

verificar se ey, €s,...,e, sGo L.I. Para isso, note que

14
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cie1 + coea+ -+ cpe, =0

cgc 0 -+ 0 0 0 0
0 ¢ 0 0 0 0
= . =1|. .
: 0 : 0
0 0 1 00 0
=ci=cp=---=c¢c, =0
Logo, e1,es,... e, sdo, de fato, L.I.

Exemplo. Sejam vy = (1,2,2,2), vo = (2,3,4,1) e vz = (3,8,7,5). Note que

c1v1 + Ccovg + c3vg =0

1 2 3
2 3 8|
7
5

= C1 9 + c2 4 + c3

2 1

o O oo

c1+2co+3c3=0
2c1 + 3c2 +8c3 =0
2c1 +4co+Tc3 =0
2c1 + ¢+ 5c3 =0

01:0
=4¢c=0
63:0

Logo, va,v2,v3 sao L.I

Fato. Se vy,va,...,v, sdo L.I., entao w = cqv1 + covg + - + ¢, v, € Unico, isto €, w pode ser escrito
como combinacao linear de vi,va,...,v, de forma Unica.

Demonstrag¢do. Suponha que w = cjvy + chva + - - + ¢}, v,,. Entdo, subtraindo w de si mesmo, temos

() —c1)vy + (chy —ea)va + -+ + (¢, — cn)vn =0

Como vy, va, . ..,v, sao L.I., devemos ter ¢, — ¢; =0, ou seja, ¢, =¢;,i =1,2,...,n.
O

Exemplo. Sejam vy = (2,1,3), va = (5,—2,4), v3 = (3,8, —6) e vy = (2,7,—4). Note que civ1 + covs +
c3vs + cqvq = 0 implica

2c1 4 5co + 3c3 +2¢4 =0
0172624’8634’704:0

3c1 +4co —6cg —4cy =0

Como o sistema acima € homogéneo e possui mais incognitas que equagoes, ele possui infinitas
solucoes. Logo, pela contrapositiva do fato anterior, sabemos que vi,va, ..., v, sdo L.D.

Generalizando o exemplo anterior, sabemos que m vetores em R™, m > n, sdo L.D. Se m = n, temos
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c1v1 + -+ cpvn =0

ail an1 0
as1 an2 0
= C + -ty =
an1 Ann 0
C1 0
C2 0
=Al .| =
Cn 0

Esse sistema tem solugdo tnica (a trivial) se, e s6 se, A é inversivel. Mas A é inversivel se, e s se,

det(A) # 0, logo v1,va,...,v, sdo L.I se, e s6 se, a matriz cuja i-ésima coluna s@o as entradas do i-ésimo
vetor tem determinante nao nulo.

Defini¢ao. Uma base de um espago vetorial V € um conjunto de vetores L.I {v1,va,

..., Un} que geram
V', isto €, todo vetor de V' pode ser escrito como combinacao linear de vy, v,

.oy Up, de forma unica.

Exemplo. Os vetores e; = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1) geram V = R"™, pois

€1,€,...,en 8do L.I., como mostramos anteriormente e, para todo v = (x1,T2,...,T,) em V, v =
x1-e1+ -+ xy,-e,. Abase{er,...,e,} € dita base canénica de R™.
Fato. Sejam vy,vs,- -+ ,v, vetores L.1. de R™. Entao, {v1,...,v,} € uma base de R™.

Demonstragao. Seja w € R™ tal que {w, vy,

...,v,} 6 L.D., ou seja, existem constantes cg,c1,...,¢, € R
nao todas nulas tais que

cow + c1v1 + -+ cpvy =0

Note que devemos ter c¢g # 0, pois do contrario ¢y = ¢; = -+ = ¢, = 0. Logo, isolando w, temos
1 Cn
w=——u + —i—(——vn)
Co Co
(&5 p . ~ . p
Logo, fazendo d; = ——, vemos que w é combinagdo linear de vy,...,v,. Portanto, {v1,...,v,} é
Co
base de R™.

O

Exemplo. Sejam vy = (1,—1,-2,-3),v2 = (1,—-1,2,3),v3 = (1,—1,-3,-2),v4 = (0,3,—1,2). Note
que

1 1 1 0
-1 -1 -1 3
2 g -3 173070

-3 3 -2 2

logo v1,v2,v3,v4 sdo L.I. Além disso, {v1,v2,v3,v4} € base de R*, ou seja, gera R*.

Teorema 3.2. Seja {v1,.

.+, Un } uma base do espago vetorial V. Entdo, qualquer conjunto {ws, .
comm >n, € L.D.

cy Wi ks

Demonstracdao. Podemos escrever
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wy = a11v1+ -+ Ap1vy,

Wy = A1mV1+ - + ApmUn

Queremos mostrar que ciwy + - -+ + ¢pwy,, = 0 tem solugao nao trivial. Substituindo wi, ..., wp,
temos

cr(anvr + -+ + an1vn) + -+ Cmlaimv1 + - + Gumvn) =0

& (cra11 + -+ emarm)vr + -+ (c1ap1 + -+ + Cmmn)vn =0

Como vy, ...,v, sdo L.I., segue que
ajicy + aigce + -0 + armcm =0

apiC1 + p2Ca + -+ + apmCm =0

Como esse sistema é homogéneo e possui mais incégnitas que equagoes, pois m > n, entao ha infinitas

solugdes. Portanto, {ws,...,wm,} é L.D.
O

Corolario 3.2.1. O numero de vetores de uma base nao depende da escolha dos vetores, ou seja, toda
base de um espaco vetorial tem a mesma quantidade de vetores. Essa quantidade é chamada dimensao
do espago vetorial e denotada por dim(V').

Observagao. Note que o vetor nulo nunca estd em uma base, pois, do contrdrio, os vetores da base
seriam L.D.

Exemplo. Seja P™ o espago vetorial dos polinémios de grau menor ou igual a n. Queremos encontrar
dim(P™). Para isso, seja p(x) € P™. Note que p(z) = ap + a1+ -+ + apz™,a; € R,i=0,1,...,n, ou
seja, p(x) € combinagao linear de 1,z,...,x"™. Logo, {1,z,...,2"} gera P™. Resta ver se tal conjunto €
base (pois € possivel que um desses vetores seja L.D. aos outros, ou seja, podemos ter vetores demais).
Ora, basta notar que

cotcr+---+e"=0=>c=c1=--=¢,=0

Logo, 1,z,...,2™ sdo L.I. e geram P™. Portanto, o conjunto {1,z,...,x™} € base de P™ e dim(P™) =
n—+ 1.

az1 a2 a3
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 O 0 0 O 0 0 O
0O 0 0/’|10 O Of’[0 O O]’|1L O O|”|0 1 0O]”|]0 O 1

€ base de Msys, logo dim(Mays) = 6.

Exemplo. Seja Msy3 = {[an 412 al?’}

a;j € R}. Note que

Em geral, dim(M,, x,) = mn.

Teorema 3.3. Sejam V um espago vetorial com dim(V) =n e S um subconjunto de vetores de V. Entdo

1. Se S € L.I. e tem n vetores, entdo S € base de V;
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2. Se S gera V e tem n vetores, entdo S € base de V';
3. Se S tem mais que n vetores e gera V, entao S contém uma base de V ;

4. Se S tem menos que n vetores L.I., entdo S estd contido em uma base.

Demonstracdo. 1. Toda base de V' tem n vetores. Como S tem n vetores L.I., S gera V e, portanto, é
base.

2. Segue da defini¢ao de base;
3. Se S gera V e tem mais de n vetores, entao S é, necessariamente, L.D. (pois se fosse L.I. seria
base, mas toda base de V' tem n vetores). Mas, como S gera V', entdo existe um subconjunto L.I. de S

que gera V sendo, portanto, base. Logo, S contém uma base de V;

4. Para toda base W de V', qualquer subconjunto de vetores de W é L.I., logo todo subconjunto
de V com menos de n vetores L.I. estd contido em uma base. O

3.1 Algoritmo para obter uma base do espaco-solucao de AX =0
1. Escalonar A;
2. Atribuir parametros as incégnitas livres e resolver o sistema para as incognitas lideres;

3. Faca um dos parametros igual a 1 e todos os outro 0. A solugao correspondente é um vetor da
base. Faga isso até que todos os parametros tenham assumido o valor 1. O conjunto das solugoes
correspondentes forma uma base do espago-solugao.

Apoés a execucao do algoritmo, obtemos

n

T = g c1it;
n

Ty = E Coit;

n
Tn = § Cniti

i=1
Tn41 = tl
Tpto =12
Tm =tm—n
A solucao geral do sistema é (z1,22,...,Tn,t1,t2, ..., tm—n). Tomando t; = 1,t5 =0,...,tym_pn =0,
obtemos wy = (x1,x2,...,%,,1,0,...,0). Fazendo t; = 0,t5 = 1,t3 =0,...,¢;m—n = 0, obtemos wy =
(z1,22,...,2n,0,1,...,0). Seguindo o mesmo processo, obtemos {w1, ..., W;,—n}, que é um conjunto de

vetores L.I. e que geram o espacgo-solucao, logo é base.

Exemplo. Vamos encontrar uma base do espago-solugao de

3x1 +6x2 —x3 — Sy + 525 =0
2x1 +4x0 —x3 — 324+ 225 =0
3x1 +6x2 —2x3 — 4wy +25=0

Escalonando a matriz dos coeficientes, obtemos
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=

Il
o O =
o O N
o = O

Dai

x1 = —2t1 + 2ty — 3t3
T = tl

T3 = to — 4i3

T4 = 19

1’5:t3

Fazendo t1 = 1,15 = 0 = t3, temos (—2,1,0,0,0). Fazendot; =0 = t3,ta =1, temos (2,0,1,1,0). Fa-
zendo t1 = 0 = to,t3 = 1, temos (—3,0,—4,0,1). Portanto, {(-2,1,0,0,0),(2,0,1,1,0),(-3,0,—4,0,1)}
€ base do espaco-solugao.

3.2 Espacgo-linha
Seja A uma matriz m X n.

Definigao. O subespago de R™ gerado pelas linhas de A chama-se espago-linha e é denotado por linha(A).

Para obter uma base do espago-linha de uma matriz, temos o seguinte algoritmo:

1. Escalone A;

2. Linhas nao nulas da matriz escalonada F formam uma base de linha(A).

Exemplo. Vamos encontrar uma base de linha(A).

121 3 2 12 1 3 2
349 0 7., |01 -3 5 -4
A= 2 3 5 1 8 L B= 00 0 1 -7
2 2 8 =3 5 00 0 0 O

Vemos que as trés primeiras linhas de E sdo nao nulas. Logo, {(1,2,1,3,2),(0,1,-3,5,—4),(0,0,0,1,-7)}
é base de linha(A).

3.3 Espaco-coluna

Seja A uma matriz m X n.

Definigao. O subespaco de R™ gerado pelas colunas de A chama-se espaco-coluna de A e é denotado
por col(A).

Observagao. Colunas linearmente independentes sdo aquelas que tém elemento lider.

Para obter uma base do espago-coluna de uma matriz, temos o seguinte algoritmo:

1. Escalone A;
2. Encontre colunas com elementos lideres da matriz escalonada F;

3. As colunas correspondentes da matriz original A formam uma base de col(A).
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Observagao. Podemos enxergar esse algoritmo como um método para ”descartar’vetores. Isso porque
esse algoritmo nos diz quais colunas (vetores) da matriz (conjunto) sao linearmente independentes entre
St.

Usando o exemplo anterior, vemos que a 1°, 2° e 4° colunas tém elementos lideres.

Logo, {(1,3,2,2),(2,4,3,2),(3,0,1,—3)} é base de col(A).

Exemplo. Encontre um subconjunto dos vetores vy = (1,—1,2,2),vy = (—3,4,1,-2),v3 = (0,1,7,4),v4 =
(=5,7,4,—2) que forme uma base do espaco W gerado por {vi,va,v3,v4}. Para isso, vamos usar o algo-
ritmo do espago-coluna (pois ele nos dd uma base com as colunas da matriz original). Fazendo

1 -3 0 -5 1 -3 0 -5
14 1 7 01 1 2
A=1o 1 7 41ZE=10 0 0 o0
9 —2 4 -2 0 0 0 0

Note que as duas primeiras colunas contém varidveis lideres. Logo, {(1,—1,2,2),(-3,4,1,—2)} € base
de W.

Note que dim(linha(A)) = dim(col(A)), visto que o nimero de linhas nao nulas da matriz escalonada
nos dd o nimero de varidveis lideres, ou seja, a dimensao de col(A) e, ao mesmo tempo, a dimensao de

linha(A).
Como o nimero de incégnitas livres nos da a dimensao do espago-solucao de AX = 0, sabemos que
dim(col(A)) + dim(sol(A)) =n
3.4 Produto escalar
Seja V =R".
Definicao. O produto escalar v - w de vetores v = (ay,az,...,a,) € w = (by,ba,...,b,) € o nimero

n n
fu.w:E a‘i'bi:E bi'ai:’UJ'/U-
=1 i=1

Definicdo. O comprimento (mddulo) de um vetor é [v| = Jv-v=+/a? + a3+ - +a2.

O produto escalar possui as seguintes propriedades:
l.v-w=w-wv;

2. uv+w)=u-v+u-w;

3. c(v-w) = (cv) w,Vc e R;

4 v-v>0MveVev-v=00v=0;

5. |v-w| < |v] - |w|,Vv,w € V (desigualdade de Cauchy-Schwartz).

Demonstrag¢ao. 1. Segue da definigao.

2. Seja u = (c1,...,¢,). Dai, temos

n n

u-(v—i—w):Zci(ai—&-bi):Zci~ai+§n:ci-bi:u~v+u~w

i=1 i=1 i=1
3. Basta notar que
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c(v-w —cZal b; —ani)-biz(cv)~w

=1

4. Primeiro, note que

Em particular, perceba que

voo=0¢ Y al=0&a =0,Visa;=0,Yiev=(0,...,0)
1=1

5. Seja « € R. Note que

(zv+w) - (zv +w) =2%v-v+ 220 -w+w-w=ax’+br+c>0Vr R

Portanto, devemos ter

b —dac <0 b <dace 4(v-w)? <4?-w? & |v-w| < || - |wl

O

Dai, podemos definir cos(f) = sendo 6 o angulo entre v e w. Com isso, vemos que dois vetores

v
[o] - Juw] \ | |’
v e w sao ortogonals se, e 86 se, v - =0.

Definigao. A distdncia entre dois vetores v e w, denotada por d(v,w), é definida por d(v,w) = [v—w| =
|w —v| = d(w,v).

Teorema 3.4 (Desigualdade triangular). Para quaisquer vetores v e w em V, |v 4+ w| < |[v| + |w].

Demonstragao. Note que

5
(v+w)?=v-v+20wtw w< v v+ 2u|lw +w-w=ljo] + 2vljw] + [wllw] = (jv] + w])?

Logo [v + w| < |o] + [u]
O

Note que a igualdade vale somente para v - w = |v||w]|, ou seja, quando v e w sdo paralelos. Além
disso, se v e w sdo perpendiculares, temos |v + w|? = |v|? + |w|? (teorema de Pitagoras).

Teorema 3.5. Se vy,vs, ...,V sGo ndo nulos e mutuamente ortogonais, entao eles sao L.1.

Demonstracdo. Queremos mostrar que civ; + -+ + cxvr = 0 implica ¢; = --- = ¢ = 0. Multiplicando
essa igualdade por v;, temos

vilervg + - e+ o) =08 vl =0 ¢ =0,i=1,2,... k.
>0
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Definigcao. Dizemos que v € R™ € ortogonal ao subespaco W se v € ortogonal a todo vetor de W.

O conjunto de todos os vetores ortogonais a W €é chamado complemento ortogonal de W e denotado
1L
por W—.

Algumas propriedades do complemento ortogonal:

1. W+ é subespaco de R";

2. (WHt =w;

3. Wnwt = {0}

4. Se S ={vy,...,v;} gera W, entdo v é ortogonal a W se, e s6 se, v-v; =0,i=1,2,...,k.
Demonstracdo. 1. Sejam vy,vo € W, v = vy +vg e cv; = a,¢c € R. Seja ainda w € W. Dai, v-w =

(v14v2)-w =v1-w+vy-w =040 = 0. Portanto, v L w, ou seja ,v € W. Além disso, w-a = ¢(vy-w) = 0.
Portanto, a L w, ou seja, a € W.

2. O conjunto de todos os vetores que sio perpendiculares a W+ é, por definicio, W.
3. Sejaw € WN W, Entdo, w-w =0 w=0.
4. (=) Se v é ortogonal a W, entao v-v; = 0,4 =1,2,...,k, pois S gera W.
(<) Seja w € W. Note que w = ¢1v1 + - - - + ¢xvg. Multiplicando por v, temos
v-w=v(civr + -+ epvg) =c1(v-vy) + -+ ep(v-vg) =0

Logo, v L w,Yw € W, ou seja, v é ortogonal a W.

Seja A uma matriz m x n. O sistema

I 0
To 0
Al 7| =
Tn 0
pode ser escrito como

I1-Z2=0
lo-Z=0
I, - Z2=0

sendo [; as linhas de A. Note que Z é solugao do sistema se, e s6 se, & é ortogonal ao espago linha de
A, ou seja, (linha(A4))+ = sol(A).

Seja W um subespaco gerado por v1,va, ..., V. Para encontrarmos uma base de W+, fazemos:

1. Formar a matriz A cujas linhas sao vy, vs, ..., Ug;
2. Considere o sistema homogéneo AX = 0;

3. A base do espago-solugao seréd a base desejada.
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Exemplo. Suponha que v = (1,—3,5) gere W. Queremos uma base de W. Nesse caso, A = (1,-3,5)
e o sistema AX = 0 tem solucdo

r=3s— 5t
y=s
z =
Dai, podemos escrever
z 3s — 5t 3 -5
z t 0 1

Logo, {(3,1,0),(=5,0,1)} € base de W+.

Exemplo. Sejam vy = (1,2,1,-3,-3),v2 = (2,5,6,—10, —12) vetores que geram W. Queremos encon-

7 ) )

trar uma base de W+. Nesse caso, temos

gt 21 =3 —3} E:{121—3—3

12 5 6 —-10 —12 01 4 —4 -6
Dai, o sistema AX = 0 tem solu¢ao

x1 =7Tr —5s—9t
To = —4r + 4s + 6t

I3 =T
Ty = S
$5=t

Dai, as solucées do sistema podem ser escritas como

T Tr —5s — 9t 7 -5 -9
To —4r + 4s + 6t —4 4 6
3| = r =r|{1|+s|O0|+¢t]O0
T4 s 0 1 0
T5 t 0 0 1

Logo, {(—7,4,1,0,0),(—5,4,0,1,0),(—9,6,0,0,1)} ¢ base de W+=.

Observagao. Note que dim(W) nada mais é que a dimensao do espago coluna da matriz A cujas colunas
sdo os vetores que geram W, ou seja, dim(W) = dim(col(A)). Por outro lado, dim(W+) nada mais é
que a dimensdo do espaco solucdo de AX =0, ou seja, dim(W+) = dim(sol(A)). Portanto, vemos que

dim(W) 4 dim(W+) =n

Seja V = R™. Dado um subespaco W de V e b € R", queremos encontrar p € W,q € W+ tais que
b=p+q. Note que se {vy,...,v;} é base de W e {uy,...,u, 1} é base de W+, entdo

b=cvr + -+ Uk + Cry1ur + -+ Cplin_k

p q

Defini¢ao. Uma base {v1,...,v;} € dita ortogonal se os vetores dessa base sGo mutuamente ortogonais.

23



Algebra Introdugao & Algebra Linear Universidade de Brasilia

Exemplo. A base candnica {e1,...,e,} € ortogonal, pois e; - e; = 0,Vi # j.
Se {v1,...,vr} é uma base ortogonal de W, entao
v1-b vg - b v - b
p= ! -1+ 2 cUg e+ k v (3)
V1 U1 Vg * V2 Vg * Uk

O vetor p é a projecao ortogonal de b em W.

Exemplo. Os wvetores v1 = (1,1,0,1),v9 = (1,-2,3,1),v3 = (—4,3,3,1) sdo ortogonais. Seja b =
(0,7,0,7). Queremos encontrar a proje¢io ortogonal p de b em W gerado por {v1,va,v3}. Como a nossa
base jd € ortogonal, podemos usar a equacao 3 diretamente para obter

pZ;(l 1,0,1) — 175( ,—273,1)+§(_4,3,3,1)
= %[ 70,70,0,70) — (7, —14,21,7) + (—48736736712)}
= i( 15,120,15,75)
15
=(1,8,1,5)

Contudo, nossa base nem sempre é ortogonal, e a equagao 3 s6 se aplica para bases ortogonais. Por
isso, utilizamos um algoritmo que, dada uma base de W, nos d4 uma base ortogonal de W.

3.5 Algoritmo de Gram-Schmidt

Dada uma base {v1,..., v} de W, tome
Uy = U1
U1 - V2 Uy - V2
U = Vg — V1 =V — ——— Uy
U1 - U1 Uy - up
Uy - U3 Uz - U3
Ug =V3 — ———— U] — ——— - Us
Uy - up U2 - U2
- Uy - Uk Ug—1 Vg
Up = Vp — UL — e — ——————— Up_q
Ui - U Ug—1 - Uk—1
O conjunto {uy,...,ur} é base ortogonal de W. Além disso, podemos alterar o comprimento dos u;,

pois essa mudancga nao interfere na ortogonalidade.

Exemplo. Sejam v = (3,1,1),v2 = (1,3,1),v3 = (1,1,3) base de W. Note que essa base nao €
ortogonal. Usando o alagoritmo de Gram-Schmidt, temos

uy = (35 17 1)

7 1
uz=(1,3,1) — 77(3,1,1) = 10,26,4) ~ (—5,13,2)

11(
7 7

1
uy = (1,1,3) = (3, 1,1) = 55(=5,13,2) = (=55, -55,22) = (1,1, ~4)

Logo, {(1,1,3),(—5,13,2),(1,1,—4)} € base ortogonal de W.
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4 Autovalores e autovetores

Admita que todas as matrizes a seguir sdo quadradas.

Definigao. Um vetor v # 0 € R™ chama-se autovetor de uma matriz Apxn se existe X € R tal que
A-v =M. Nesse caso, A € dito autovalor de A associado a v. Note que um mesmo v pode ter mais de
um autovalor.

5 —6
2 -2
o(s) autovalor(es) de A associados a v. Para isso, fazemos

o SRR

Logo, v €, de fato, autovetor de A e A =2 € o seu autovalor associado.

Exemplo. Tome A = ev = (2,1). Queremos verificar se v é autovetor de A e, se for, encontrar

Proposigao. Seja A um autovalor de A. O conjunto de todos os autovetores associados a X\, junto com
o vetor nulo, € um subespaco de R™, chamado autoespaco associado a \ e denotado por E).

Demonstracao. Seja W) tal conjunto. Sejam ainda v,w € Wy e ¢ € R. Note que

A-(vtw)=A- v+ A -w= I+ w=X\Nv+w)

Logo, se w e v sdo autovetores de A associados a A, entdao w + v é autovetor de A associado a .

Além disso, temos

A(cv) = e(A-v) = c(\) = Aew)

Logo, se v é autovetor de A associado a A, entdo cv é autovetor de A associado a .

Note que, da definicao de autovetor e autovalor, temos:

Av=dw=02Av-A-v=0A-A)v=0
ou seja, para obter os autovetores de A, devemos encontrar v nao trivial que seja solugao do sistema
acima.

Logo, vemos que X é autovalor de A se, e s6 se

A= | =0

Essa equagao, chamada equacgao caracteristica ou polinémio caracteristico gera um polinémio
em A. Encontrando os valores de A que satisfazem essa equacdo (ou seja, encontrando as rafzes do
polinémio), resolvemos o sistema para obter os autovetores associados a A. Além disso, para encontrar
uma base do autoespaco associado a A, basta encontrar uma base do espago-solucao do sistema.

Com essas observagoes, podemos utilizar o seguinte algoritmo para encontrar uma base do autoespacgo
E.

1. Resolva a equacdo caracteristica |A — AI| = 0 para obter os autovalores A1, ..., \g;

2. Para cada autovalor \;, encontre uma base do espago-solugao de (A —X;I)v = 0. A base encontrada
¢ base do autoespaco correspondente, Ej,.
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5 7

Exemplo. Seja A = [_2 4

} . Vamos encontrar bases para os autoespagos de A.

Resolvendo a equagdo caracteristica:

5—A 7
-2 —4-A

’:O¢%5—M@4—A%HA:O®A2—A—6:0®A1:&Ay:—2

Para A\, temos o sistema

{_22 _77]-1):0:>2x—|—7y=0:> Ty ,s€R
y=s

7

Logo, podemos escrever v = s [ 2

. Consequentemente, {(; 1)} € base de Ej,.

Para Ao, temos o sistema

7 7 w=0=zc+y=0= re selR
-2 =2 y=s

Logo, v =5 [_1 } Consequentemente, {(—1,1)} € base de E,.
) 3 )
Exemplo. Seja A = [_5 _3}. Note que
3-X 5 ) )
5 _3_)\:0@(3—/\)(—3—)\)—4—25:0@)\ +16=0X=-16 ) ¢R

Logo, A nao possui autovalores nem autovetores (reais).

Exemplo. Seja A = 1. Dai, temos

F—A 0

0 1_)\‘—0@)\—1

Note que A =1 tem multiplicidade 2. Para esse autovalor, temos o sistema

0 0
[00}”0

logo, qualquer vetor v é autovetor de I. Consequentemente, podemos tomar como base de Ey a base
candnica de R?, {(1,0),(0,1)}.

Exemplo. Seja A = [g g} A equacao caracteristica €
2-N?=0eN1=2

Dai, temos o sistema
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0 3 xr=3s
v=0=

Logo, v = s [(ﬂ e, consequentemente {(1,0)} € base de Ey.
3 0 0
Exemplo. Seja A= |—-4 6 0 |. A equacdo caracteristica é
16 —-15 -5
3—A 0 0
4 6-X 0 |=05B-N6-N(-5-X=0c\=3X=6X=—5
16 -15 —-5-—-A

Para A\, temos o sistema

0 0 0
—4 —
-4 3 0 ~v=0:>{ w3y =0

-2

8
Logo, v1 = s —% e, consequentemente, {(—2, —3 1)} € base de Ej,.

1

Para Ao, temos o sistema

-3 0 0 0
—4 0 0 -v:O:>{
16 —15 -8 15y +112=0

0
11

Logo, v = s _u e, consequentemente, {(0, 5 1)} € base de E),.

15
1

Para A3, temos o sistema

8 0 0 z=0
-4 0 0 | v=0=qy=0
16 —15 —11 L
0
Logo, v =35 |0] e, consequentemenete, {(0,0,1)} € base de E,.
1
4 -2 1
Exemplo. Seja A= |2 0 1|. A equacao caracteristica €
2 -2 3
4—-X =2 1

2 A 1 [=0=-XM4+TAN-160+12=0=>X1, =2, =3

2 -2 3-A
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Para A\, temos o sistema

2 -2 1 r=s—t
2 -2 1llv=02r—-2y+2< y=s
2 -2 1
z
g 1
Logo, v=s 1| +1 02 e, consequentemente, {(1, 1,0), (—2,0, 1)} € base de Ej,.
0 1
Para Ao, temos o sistema
1 -2 1 z—2y+2=0 T=1
2 3 1| v=0=<¢22—-3y+2=0 =qy=
2 =20 r—y=20 z=1
1
Logo, v =1 |1]| e, consequentemente, {(1,1,1)} € base de E,.
1
4.1 Diagonalizagcao de matrizes
Considere R™ como nosso conjunto universo, suponha A uma matriz n X n e vy,...,v, autovetores
L.I. de A. Considere as matrizes abaixo:
| |
P = 0 PPN Un,
| |
| | | |
AP = | Au; Av, | = [ Ao AnUn,
| | | |
A0 0]
0 Ao 0
D= )
: 0
0 0 An
Note que
| |
PD = |M\vi -+ Mup| =AP = A= PDP™!, pois P é inversivel

Definigcao. Dizemos que uma matriz A € diagonalizdvel se existe uma matriz inversivel P tal que
P~ 'AP = D ou, equivalentemente, A = PDP~', sendo D uma matriz diagonal. Nesse caso, P é dita
matriz diagonalizadora.

Teorema 4.1. Uma matriz A é diagonalizdvel se, e s6 se, possuin autovetores L.I.
Demonstragao. (<) Foi provada no inicio da secao.

(=) Se A é diagonalizével, entdo AP = PD, sendo P inversivel a matriz formada pelos n autove-
tores de A. Logo, vy, ...,v, sdo L.I. O

Teorema 4.2. Autovetores que correspondem a autovalores distintos sao L.I.
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Demonstracdo. Sejam vy, ..., v, autovetores com autovalores Aq, ..., \; distintos. Seja k o menor inteiro
tal que o teorema nao é valido. Temos:

v+t ey =0= (A= MID(civ1 +- -+ o) =0= (A2 — A)cava + - -+ (A — M)k =0

Como k é o menor inteiro tal que o teorema nao é valido, sabemos que vs, ..., v, sao L.I., ou seja,
cog = -+ = ¢ = 0. Mas isso implica ¢; = 0 que, por sua vez, implica vy,...,v; L.I., o que é absurdo
devido & nossa escolha de k. Logo, concluimos que & € Z tal que o teorema nao é valido, ou seja, nosso
teorema sempre é verdadeiro.

O
Corolario 4.2.1. Se A tem n autovalores distintos, entdo A € diagonalizdvel

Demonstracdo. Do teorema 4.1 sabemos que A s6 é diagonalizdvel se possui n autovetores L.I. e, do
teorema 4.2, sabemos que autovetores associados a autovalores distintos sdo L.I.; logo, se A tem n
autovalores distintos, entao os autovetores associados sao L.I. e, consequentemente, A é diagonalizavel. [

Observagao. Note que a reciproca nem sempre € verdadeira: A diagonalizdvel nao implica n autovalores
distintos.

Coroldrio 4.2.2. Sejam Si1,59,...,Sk conjuntos L.I. de autovetores associados a autovalores distintos
k

A1, .-y Ak. Entdo, o conjunto S = U S; € L.1.
i=1

Demonstracdo. Sejam vy, ...,v, € S. Sabemos que vy, ...,v, sao L.I., logo

civ1+ -+ e, =0=>w +---+wp =0

sendo w; uma combinagao linear dos vetores de S;. Como wy,...,w; sdo L.I. (pelo teorema 4.2),
wy =---=w, =0. Como S; sao L.I. parai=1,2,...,k, entdo ¢y = --- = ¢, = 0 e, portanto, S é L.I.
O

Com esses fatos em maos, podemos escrever o seguinte algoritmo para diagonalizar uma matriz A, x.:

1. Encontre os autovalores A1,..., A\ e uma base S; para cada autoespacgo associado a A;;
n | |

2. Considere S = U S;. Se |S| < n, A ndo é diagonalizavel. Se |S| =n, temos P = |v1 -+ v,
i=1 | |
A0 0
0 A 0

v, €SeD=

: : 0
0 O An

Observagao. Note que a ordem importa. Se a primeira coluna de P contém o vetor v;, a primeira
coluna de D deverd conter o autovalor associado. Se, para um dado autovalor, tivermos dois ou mais
autovetores associados, entdo a ordem desses autovetores nao importa. Por exemplo, se A1 tem v1 e vy
como autovetores e A1 estd na primeira coluna de D, entdo as duas primeiras colunas de P sdo v1 e vg
ou vy € V.

5
2
vendo a equac¢ao caracteristica:

Exemplo. Seja A = [ _g} Queremos diagonalizar A. Para isso, vamos usar o algoritmo. Resol-

5—A —6
2 —2-A

‘:O<:>(5—)\)(—2—)\)+12:0<:>)\2—3)\+2:O<:>)\1:2,)\2:1
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Para A\, temos o sistema

=2
]-sz:x—?y:O:{x s ,sE€R

2 —4 y=s

[3 —6
. . . 2 ) , .
Logo, as solugoes do sistema tém a forma s 1| ou seja, v = (2,1) é o autovetor associado a ;.

Consequentemente, {(2,1)} € base de E),,

Para Ao, temos o sistema

t
s 3 teER

ol w

[4 6}~1}=0=>2x—3y=0:>
y:

3
2 3

Logo, as solugdes do sistema tém a forma t | 2|, ou seja, vo = (2, 1) € o autovetor associado a As.
1

3
Consequentemente, {(2, 1)} € base de E,,.

Logo, podemos escrever:

Exemplo. Seja A = [3 g} A equagdo caracteristica é

’2)\ 3

0 2_)\’20@)\172:2

Dai, temos o sistema

0 3 r=Ss
{0 0].U_O:>{y:0 ,s€eR

Logo, toda solugao do sistema tem a forma s € o unico autovetor de A. Como

1 ou seja, v =
07 ]f -

0
temos apenas um autovetor, e nao dois, A nao é diagonalizdvel.
3 0 0
Exemplo. Seja A= |—-4 6 0 |, como em um exemplo anterior. Desse exemplo, sabemos que 0s
16 —-15 -5
8
autovalores de A sao \1 = 3, o = 6, \3 = —5, e 08 autovetores associados sao v; = (—2, —3 1) ,Ug =

11
(Q’ ~I 1) e vs = (0,0,1). Dai, podemos escrever
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-2 0 0
8 11
P = _— _—
3 15 0
| 1 1
3 0 0
D=0 6 0
0 0 =5
4 -2 1
Exemplo. Seja A= |2 0 1|, como num exemplo anterior. Desse exemplo, sabemos que 0s auto-
2 -2 3

valores sdo A\ = 3, o = 2 (com multiplicidade 2) e os autovetores associados sdo vy = (1,1,0),v =
(-1,0,2),v3 = (1,1,0). Dai, podemos escrever

11 -1
P=1{11 0
10 2
3.0 0
D=10 2 0
0 0 2

4.2 Poténcia de matrizes

Seja A uma matriz diagonalizavel. Entao, sabemos que
A" = (PDP™Y" = PDP~'PDP'...PDP~! = PD"P~!

Além disso, note que

MO - 07" A0 0
0 X -+ 0 0 g 0
D" = | . : =1 . :
: : 0 : : 0
0 0 - X 0 0 AR
Exemplo. Usando o exemplo anterior, vamos calcular A5 :
1 1 -1 3 0 0 ° 2 =2 1 243 32 32 2 =21 454 —422 211
A=111 0 0 2 0 -2 3 =1 =243 32 0 -2 3 1| = (422 -390 211
1 0 2 0 0 2 -1 1 0 243 0 64 |-1 1 0 422 —422 243

Sejam V = R? e W um subespaco préprio de V. Seja ainda 0 # v € W. Entao, como dim(W) = 1,
W = {cv|c € R}, ou seja, W gera uma reta que passa pela origem. Perceba entdo que subespagos préprios
de R? nada mais sdo do que retas que passam pela origem.

Agora, sejam V = R® e W um subespaco préprio de V. Seja 0 # v € W. Entao, se dim(W) = 1,
W = {cv|c € R}, ou seja, uma reta pela origem. Se dim(W) = 2, W = {ciw + cav|c1, c2 € R}, sendo
w € W tal que {v,w} é L.I., ou seja, W é um plano que contém a origem. Perceba entdo que subespagos
préprios de R? nada mais sdo do que retas ou planos pela origem.

Exemplo. W = {(z,y, z)|z = 0} é um plano pela origem, logo W ¢é subespaco préprio de R3.
Exemplo. W = {(z,y, )|y = 1} ndo € subespaco de R, pois W é um plano que ndo passa pela origem.

Definicao. Uma matriz A é dita simétrica se AT = A.
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Teorema 4.3. Autovetores de uma matriz simétrica A associados a autovalores distintos i, Ay sao
ortogonais

Demonstra¢do. Sejam vy, vs autovetores de A associados a A1 e Ao, respectivamente. Como Av; = Ajvg
e A é simétrica, entdo v] A = v{'A;. Com isso, temos

U{A’Uz = ’U?)\lvz = /\111?’02 = )\1’01 + V2
Por outro lado, temos

U{AUQ = U{)\Q’UQ = )\21},111’1}2 = )\Q’Ul * VU2
Logo

AU U =Av1 rv2 & (A1 — X)) v e =050 - =0 v Loy
T
O

Definicao. Uma base é dita ortonormal se os vetores dela tém tamanho 1 e formam uma base ortogonal.
Definicao. Uma matriz quadrada é ortogonal se AT = A~1.
Teorema 4.4. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. A € ortogonal;

2. AT ¢ ortogonal;

8. As colunas de A formam uma base ortonormal de R™;

4. As linhas de A formam uma base ortonormal de R™.

Demonstragio. 2. Note que AT = A7t & A= (A"HT & A= (AT)"L.
3. Seja A = (a;;). Se A é ortogonal, entao
ATA=T,= aj =1i=12,..,n
k=1

Ou seja, os vetores coluna de A tém médulo 1. Além disso, como A é inversivel, entdo os vetores
coluna de A sado L.I., isto é, formam base de R™. Mas essa base é ortogonal, pois

n
E a;pa;r =0,4,7=1,2,...,n
k=1,i#j

ou seja, os vetores coluna de A sao ortogonais. Portanto, se A é ortogonal, suas colunas formam base
ortonormal de R™.

Por outro lado, se as colunas de A formam base ortonormal de R™, entdao sabemos que os vetores
coluna de A tém mdédulo 1 e sdo mutuamente ortogonais. Logo, se A = (a;;), entao

n
E a;pa;r =0,4,7=1,2,...,n
k=1,i#j
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Dai, sabemos que AT A = I,,, ou seja, AT = A~

4. A demonstracio é andloga a anterior, basta substituir A por AT (afinal, as linhas de A so as
colunas de AT
O

Definigao. Dizemos que A, x, € ortogonalmente diagonalizdvel se existe uma matriz diagonalizadora
ortogonal P tal que

A=PD PT
~—~
P—l

Teorema 4.5. A € ortogonalmente diagonalizdvel se, e somente se, seus autovetores formam uma base
ortonormal de R™.

Demonstracdo. Do teorema 4.4, sabemos que uma matriz ser ortogonal implica que suas colunas formam
uma base ortonormal de R" e vice-versa. A matriz diagonalizadora P tem como colunas os autovetores
de A. Dai, se A é ortogonalmente diagonalizdvel, entdo PT = P!, ou seja, P é ortogonal e, conse-
quentemente, suas colunas (os autovetores de A) formam base ortonormal de R™. Por outro lado, se os
autovetores de A formam base ortonormal de R™, entao as colunas de P formam uma base ortonormal
de R™, ou seja, P é ortogonal e, portanto, A é ortogonalmente diagonalizavel. O

Teorema 4.6. A matriz A é ortogonalmente diagonalizdvel se, e somente se, A é simétrica.

Demonstracdo. Se A é ortogonalmente diagonalizavel, entao
AT = (PDPT)T = PDTPT = PDPT = A
ou seja, A é simétrica. Por outro lado, se A é simétrica, entdao
AT = A= (pDP Y =pPDP ' = (P")"'DP" = PDP~' = (P"P)"'DP"P=D = DP"P=P"'PD

s PTp=1= pT =p!

Teorema 4.7. A equacgao caracteristica de uma matriz simétrica possui apenas solugoes reais.

Demonstracdo. Uma matriz simétrica é ortogonalmente diagonalizéavel, ou seja, para cada autovalor
temos apenas um autovetor associado. Isso implica que todos os autovalores tenham multiplicidade 1
nao podendo ser, portanto, imaginarios. O

Com isso, podemos escrever um algoritmo para diagonalizar ortogonalmente uma matriz. Dada uma
matriz simétrica A:

1. Resolva a equagdo caracteristica |A — M| = 0 para encontrar os autovalores Ay, ..., \g;

2. Para cada autovalor encontrado, resolva (A — AI)v = 0 para encontrar uma base de cada autoespago
Ey;

3. Use o algoritmo de Gram-Schmidt para ortonormalizar cada base S; do autoespaco E},;
4. Divida cada vetor da base ortogonal obtida pelo comprimento dele;

5. As colunas de P sao os vetores de tal base e D é a matriz diagonal com os autovalores correspon-
dentes na diagonal principal.
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. Dai, os autovalores de A sdo \1 =9, 2 =4 e A3 =0 e 0s autovetores

DD NN

1 2
Exemplo. Seja A= |2 6
2 2

associados sao vi = (1,2,2),vy = (0,1,—1) e v3 = (4, —1,—1), respectivamente. Note que v1,vs e v jd
sao ortogonais. Além disso, dim(Ey,) =1, logo as bases de Ey, jd sio ortogonais.

Diwvidindo os autovetores por seus comprimentos respectivos, obtemos:

1
u1:§(17272)
s = —=(0,1,-1)
2*\& )Ly

1
uz = ——(4, -1, -11)

Dad, {u1}, {uz} e {us} sao bases ortonormais de Ey,, Ex, e E\,, respectivamente. Consequentemente,
podemos escrever

R
3 V18
S
|3 2 V18
2 _\i _r
| 3 V2 V18
(9 0 0
D=1]0 4 0
0 0 0
[4 0 0 0
. 0 3 01 . L
Exemplo. Seja A = . A equagdo caracteristica é
00 40
0 1 0 3
4— )\ 0 0 0
0 3—A 0 1 .
0 0 4- 1\ 0 =0 A\ =4 (tripla) , oy =2
0 1 0 3—A
Para A\, temos o sistema
0O 0 0 O 1 =T
0 -1 0 1 B B Ty =t
0 0 0 0 v=0=>20 =24 = s = s ,s,mt € R
0o 1 0 -1 T

Logo, as solugdes do sistema tém a forma r

oo o
o= oo

0

0
+1 (1) . Consequentemente, os autovetores
1
) evs = (0,1,0,1) e {v1,v9,v3} € base ortogonal de

associados a A1 sao v = (1,0,0,0),v3 = (0,0,1,
E,

1.

Para Ao, temos o sistema
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2.0 00 1 =0
01 0 1 o I —S
00 2 0 v=0= 25 =0 ,s€R
01 0 1 o=

Logo, as solugoes do sistema tém a forma s . Consequentemente, o autovetor associado a g €

0
1
vy = (0,—1,0,1). Note que {v4} € base ortogonal de Ey,. Dividindo vy por sew comprimento, temos

1
ug = —(0,-1,0,1)

V2

Dai, {uy,us,us} e {us} sdo bases ortonormais de Ey, e E\,, respectivamente. Portanto, podemos
escrever

10 0 0
1 1
00 — ——
p— V2 V2
01 0 0
0o L1
i V2 V2
4 0 0 0
040 0
D=1 0 4 0
00 0 2

5 Transformacoes lineares

Definigao. Dizemos que uma aplicacdo f : V. — W enire espagos vetoriais € uma transformacao
linear se

1. f(vr+v2) = f(v1) + f(v2)
2. f(ev1) = cf(v1),Ve € R.
Exemplo. Seja f: R™ — R™ dada por f(v) = A-v sendo Ayxn. Entao, f € uma transformagdo linear.

Demonstragcao. Note que

flor+wva)=A-(v1+v2)=A-v1+A-v2= f(v1) + f(v2)
flevy) = A-(cvy) = c(A)vy = cf (v1),Ve € R

O

Exemplo. F :R3 — R? dada por F(v) = (2r —y + 2,7 + 3y — z) € transformacdo linear.

Demonstragao. Note que

2 -1 1
F(v)=A-v,sendo A = L 3 _1]
Logo, pelo exemplo anterior, F' é transformagao linear.

[
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1 2

Exemplo. Seja T : R? — R? dado por T(z,y) = A B], sendo A = |3 —=2|. Consequentemente,
4 3
2] T+ 2y
A = |3z —2y|, logo T(z,y) = (x + 2y, 3z — 2y, 4x + 3y).
LY 4r + 3y

Exemplo. Seja T : R2 — R? dado por T(x,y) = (3x — by, 4x + Ty). Queremos escrever T na forma

x . {3 =5
A y.Om,eemdemfequeA—[4 7].

Exemplo. Seja T : R? — R? dado por T(x,y) = (zy,r+y+1). Note que T((0,0)+ (0,1)) = (0,2), mas
7(0,0) +T7(0,1) = (0,1) + (0,2) = (0,3). Logo, T nao € transformagao linear.

Teorema 5.1. T € transformagao linear se, e somente se, T(c1v1 + cava) = 1T (v1) + 2T (v2).

Demonstrag¢ao. (=) Se T é transformacao linear, entao T'(civ1 + covg) = T'(c1v1) + T(cova) = 1T (v1) +
CQT(’UQ).

(<) Se T(c1v1 + cov) = 1T (v1) + 2T (v2), entdo tomando ¢; = 1 = ¢o, temos T(vy + vy) =
T(v1) + T(ve) e, tomando ¢ = 0, temos T'(c1v1) = ¢1T(v1), logo T é transformagao linear. O

Corolario 5.1.1. Consequentemente, podemos afirmar que
1. T(0) =0 (o vetor nulo do dominio € levado no vetor nulo do contradominio);
2. T(—v) = -T(v);
3. T(v—w)=Tw) —T(w).

Teorema 5.2. A funcao T : R™ — R™ € uma transformacao linear se, e somente se, T € uma trans-

formagao matricial com matriz |T(e1) T(e2) --- T(en)|, sendo ey,..., e, vetores da base canénica

‘ | |
de R"™.

Demonstragdo. (<) Foi provada no primeiro exemplo apés a defini¢do de transformagéo linear.

(=) Se v =(z1,...,2,) € R, podemos escrever v = x1e1 + - - + Tpe,. Dal, temos
Tw)=x1T(e1)+ -+ x,T(en) = |T(e1) T(e2) T(en)
| | | .
O
Observagao. Seja V' um espago vetorial e {v1,...,v,} uma base de V. Seja T : V — W wma trans-

formagao linear. Entdo, comov = civ1+-+-+cpvn, €V, T(v) = 1T (v1)+- - -+cnT(vy). SeT : R — R™,

temos A vy ve - vn| = |w we - wy| eAd=|wg wy - w,| B

B

Exemplo. Sejam vi = (3,5) e va = (4,7). Seja ainda T : R? — R? tal que T(v1) = (2,4) e T(vy) =
(—1,3). Dat, a matriz de T é

A2 B 4T )7 4] _[9 -1
14 3|5 7| |4 3||-5 3| |13 -7
Definigao. Dizemos que uma transformagao linear T € injetora se vy # vy implica T(v1) # T(va).
Dizemos também que T é sobrejetora se T(V) =W.
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Exemplo. Seja T} : R? — R? dada por Ty (z,y) = (z,y,0). Note que T} € injetora, mas ndo é sobrejetora
pois qualquer vetor da forma (x,y,z) com z # 0 nao € imagem de nenhum vetor no dominio.

Agora, seja Ty : R® — R? dada por Ty(x,y,z) = (x,y). Note que T é sobrejetora mas nao é
injetora, pois os vetores (1,2,3) e (1,2,4) tém mesma imagem.

Defini¢do. Uma transformagdo linear T : V. — W injetora e sobrejetora (ou seja, bijetora) chama-se
itsomorfismo. Nesse caso, dizemos que V e W sao isomorfos.

Exemplo. Vamos mostrar que T : R? — R? dada por T(x,y) = Bg __171] [?ﬂ € isomorfismo.

—_——
A

Demonstrag¢ao. Suponha T'(z1,y1) = T(x2,y2). Entdo, A [wl] =A {xﬂ , logo [ml] = |:$2:| , pois |A| #£ 0.
Y1 Y2 Y1 Y2

. ;. ’ ~ ] s
Portanto, T' é injetora. Como A é inversivel, entdo todo elemento y do contradominio tem um vetor
2

associado [331} tal que [962} =A"! [xl] Portanto, T é isomorfismo. O
Y1 Y2 Y1

Exemplo. Seja V' um espago vetorial e {vi,...,v,} uma base de V. Seja T : R™ — V dada por
T(x1,...,2n) = 2101 + -+ + Tpvp. Entdao, T € isomorfismo.

Demonstragcao. Note que

Tlei(z1, ... mn) + a2, ..., 2l)] = (121 + cox))vy + -+ + (c12 + C2l, ) Uy
=ci(vv1 + -+ ) + co(Thvr + -+ 2 vp)
/

=c1T(x1,. . xn) + T (2, ... 2))

rn

Portanto, T' é transformacao linear.

Agora, note que se v € V, entdo v = cyvy; + -+ + cpv, = T(cy, ..., ¢n), logo T é sobrejetora.
Por fim, se T(x1,...,z,) = T(2},...,2}), entdo (r1 —a))vy + - - + (2, — 2} )v,, = 0. Como vy,...,v,
formam base de V, devemos ter x; = a},i = 1,2,...,n. Logo, T é injetora e, portanto é isomorfismo.

Concluimos que qualquer espaco vetorial de dimensao n é isomorfo a R™.
O

Definicao. O nicleo de um transformacdo linear T : V. — W, denotado por ker(T), € o conjunto
ker(T) = {v € V|T'(v) = 0} e a tmagem de T, denotada por Im(T'), é o conjunto T (V) = {T(v)|v € V'}.
Note que, por defini¢ao, T € sobrejetora se, e somente se, T(V) =W = Im(T).

Proposicao. ker(T) = {0} & T € injetora.

Demonstragao. Note que

T(v1) =T(ve) © T(v1 —v2) =0 & vy — vy € ker(T)

Se ker(T') = {0}, entdo v1 = vy e T é injetora.

Se ker(T") # {0}, entao existe v; ndo nulo em ker(7"). Fazendo vy = 0, temos T'(vy) = 0 = T'(v2), logo
T nao é injetora.
O

Sabemos que se dim(V) = n, entdo V é isomorfo a R™. Logo, toda transformacao linear é da
forma T : R® — R™ dada por T'(v) = A - v, sendo Ayxn € v = (21,...,2,). Dai, Im(T) = col(4) e
ker(T') = sol(A).
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Coroldrio 5.2.1. ker(T) € subespaco de R™, Im(T) € subespago de R™ e dim(ker(T')) + dim(Im(T)) =

n.

Exemplo. Seja T : R — R* dada por T(v) = Av =

base de ker(T) e uma base de Im(T).

NN W

{(1,3,2,2),(2,4,3,2),(3,0,1,-3)} € base de Im(T).

Resolvedo Ev = 0, obtemos

Dai, as solugoes do sistema tém a forma s

é base de ker(T).

6 Mudanca de base

Seja B = {vy,..
Temos que:

xr1 = —7s+ 39¢

To = 3s — 31t

T3 =S5

Ty = Tt

ZIs =t
-7 39
3 -31
1 |+t| O
0 7
0 1

N W N
o Ut O =

_ o W

FEscalonando A, obtemos E =

|
o
COoO O R Ul N

V.

S O =N

Queremos obter uma

1 3 2
-3 5 —4
0 1 —7|° Logo,
0 0 0

; OU Seja’7 {(_7737 1a 07 0)7 (397 _317 Oa 7) 1)}

€1

v = (xl,...,xn),g =

x”B

.,Up } uma base de R"™. Entao, se v € R™, podemos escrever v = 2101 + - -+ + TpVp.

Exemplo. Sejam vy = (1,1,-2),v5 = (3,1,3) e vz = (2,3,4) (que formam uma base B de R3) e seja
v = (5,10,5). Queremos encontrar x1,x2,x3 tais que

1 3 2]
1 1 +axo |1 + 23 |3

Logo, nosso vetor v, que originalmente foi escrito na base

Sejam v € R", B = {vy,.

r n

=3

canénica, se torna vg = (2,

.o}, B'={v},...,v}. Note que

—1,3) na base
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) !
V=201 + -+ TpUy = 20 + -+ 2,0,

[ I B K i I

. / !/
j vl o fUn : f— /Ul oo Un

e e

I A A A
| ——

Mp My,
1 )
= MB = MB’
T, x
x x}
= || = MglMB/
T, P x,

Exemplo. Rotacionando o plano xy por um angulo 6 em torno da origem, obtemos um novo sistema de
coordenadas cujos vetores unitdrios sao u; = (cos(d),sin(f)) e us = (—sin(0), cos(6)). Logo, sev = (x,y),

temos que
1 0| |xz| | cosf sind| |2’
0 1| |y|  |—sinf cosf| |y
L Je= ' cosf + 1y sind
y = —a'sinf + 1’ cos
Suponha T : R™ — R™ uma transformacao linear e B = {v1,...,v,} base de R" e C = {wy, ..., wn}

base de R™. Se v € R™, temos

v=x101 4+ F xpvp = TW) =217 (1) + -+ 2,T(v,) €R"
| | i
= |T(v)e -+ T(v)c

| | o

Agora, suponha T : R®™ — R", com B = {vy,...,v,} e {v},...,v),} bases de R". Sejam vp = X e
T(Xp)=Yp. Temos X = PX' e Y = PY’' sendo X' =vp e Y =T (v)p. Além disso, sabemos que

T(X)=AX =Y = APX'=PY' = PT'APX' =Y’

Logo, se A é diagonalizavel, basta escolher uma base de autovetores de A para realizarmos a mudanga
de base.
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