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2 DIVISIBILIDADE E O ALGORITMO DE EUCLIDES 1

1 Introducao

Esse documento é uma coletanea, em PDF, das notas de aulas ministradas pelo professor
Hemar Godinho (UnB), durante o curso de Teoria dos Nimeros 1, ministrado no semestre letivo

de 2020/1.

2 Divisibilidade e o Algoritmo de Euclides

No decorrer desse documento, denotaremos:

e 0s nimeros naturais por N ={1,2,...};

e 0s numeros inteiros por Z ={...,-2,-1,0,1,2,...};
. . a

e 0s numeros racionais por Q = 3 ‘ a,beZ,b+0¢;

e 0s numeros primos por P.

Definigao. Sejam a,b € Z. Dizemos que a divide b se existe ¢ € Z tal que b = ac e escrevemos

alb. Do contrario, a + b (a nao divide b).

Exemplo. 5|10, pois 10 =5-2, mas 3 4 10, pois Ac € Z tal que 10 = 3c.
Definicao. Se alb, dizemos que b é um maltiplo de a.

Lema 2.1. Sejam a,b,c€Z. Se alb e b|c, entao alc.

Demonstragao. Se alb, entdao b = aki,k; € Z. Além disso, se ble, entdo ¢ = bksy, ko € Z. Portanto,

c=a(kike) = aks, ks =kike € Z. Logo, alc. O
Lema 2.2. Sejam a,b,c € Z. Se alb e a|c, entdo a|\b+ uc, para quaisquer \, p € Z.

Demonstragao. Por hipétese, sabemos que b = akj e ¢ = ake. Dal, quaisquer que sejam \, i € Z,

sabemos que Ab + uc = Aaky + paks = a(Aky + pko) = aks. Logo, a|A\b + pc. O
Exemplo. 5[10 e 5|15 = 5[2-10 - 15.

Principio da Boa Ordenacao (PBO): todo conjunto de inteiros limitado inferiormente

tem um menor elemento.

Teorema 2.3 (Teorema de Euclides). Sejam a,b € N quaisquer. Entao, existe um tnico par

q,7 € 7Z tal que

a=bg+r, 0<r<b



Demonstragao. (Existéncia) Se a <b, tome g=0er=a<b. Sea=>b, tome g=1er=0.

Suponha, entdo, a > b e considere
M={a-bx|zeZ}.
Observe que
M={...,a-2ba-b,a,a+b,a+2b,...}.
Seja
M,={meM |m=>0} cNu{0}

Pelo PBO, existe r € M, tal que » < m,Vm € M,. Como r € M, c M, existe q € Z tal que
a—-bg=r, ouseja, a=>bq+r,r>0. Falta mostrar que r <b. Suponha r >b. Entao, r—b>0, i.e.,
a-b(qg+1)>0. Logo, 7" =r—-be M, er* <r, o que é absurdo pois r é o menor elemento de
M, . Portanto, 0 <r <b.

(Unicidade) Suponha que a = bg* +7*, com ¢*,7* €Z e 0 <r* <b. Se r =7", temos
a=bg+r=b"+r"=>b(qg-¢" )=r-r"=0=>q=q¢"

Suponha r # r* e, sem perda de generalidade, tome r < r*. Temos 0 < r < r* < b. Segue que
0<r*—r<be, comob(lq—q*)=r"-r, temos 0<b(q—q*) <b. MasbeN e q—q* € Z,. Logo,
temos que é absurdo pois r < r*.

Portanto, q,r € Z sao tnicos. O

3 Maximo Divisor Comum (MDC)

Definicao. Sejam a,b € Z. Dizemos que d € N é o mdzimo divisor comum entre a e b se:
1. dla e dlb
2. se d*|a e d*|b, entao d* < d

Denotamos d = mdc(a, b).

Exemplo. Vamos calcular o mdc(18,14). Os divisores positivos de 18 e 14 sao:

18:1,2,3,6,9,18

14:1,2,7,14

Logo, mdc(18,14) = 2.
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Lema 3.1. Sejam a,b e Z*, e seja d = mdc(a,b). Entao,

a b
del—=,=-]=1
" C(d’d)

. a b . - a b a .
Demonstragao. Como dla e d|b, temos —,— €Z". Seja d :mdc(—,—). Logo, — =X\id" e
; d d d d d
i Aod”, ou seja, a = A\1dd* e b= \add*, \1, A2 € Z. Portanto, dd*|a e dd*|b. Como d = mdc(a,b)
e d* e N, segue que dd* <d =d* =1. O

Definigao. Se mdc(a,b) = 1, dizemos que a e b sdo coprimos ou primos entre si.
Observagao 3.1. Sejam a,b € Z*. Note que mdc(a,b) = mde(-a,b) = mde(a,-b) = mde(-a, -b).
Lema 3.2. Sejam a,b€Z* e d =mdc(a,b). Entao, existem inteiros r, s tais que d = ra + sb.

Demonstragao. Pela Observagao (3.1), podemos tomar a,b € N. Seja
M={ax+by | z,yeZ}={...,-2a-2b,-2a - b,—-a—2b,—-a—b,—a,-b,0,a,b,...}.
Seja
P={meM|m>1}cN

Pelo PBO, P tem um menor elemento d* e, como P c M, segue que d* = ra + sb para
algum par r,s € Z. Vamos mostrar que d*|a e d*[b. Pelo Algoritmo de Euclides, segue que
a=dq+r,0<r<d*. Dai,r=a-d*q=a-q(ra+sb) =a(l-qr)+b(-gs), ouseja, re M er>0.
Se r=0, d*|a. Se r>1, entao r € P e r <d*, o que é absurdo pois d* é o menor elemento de P.
Portanto, r =0 e d*|a.

Também pelo Algoritmo de Euclides, temos b = god™ + 19,0 < rg < d*. Analogamente ao que
foi feito acima, concluimos que d*|b. Falta mostrar que d* = d. Como d*|a e d*|b, temos, por
definigao, d* < d. Por outro lado, como d|a e d|b, segue do Lema (2.2) que d|ra+ sb = d*, ou seja,

d<d*. Como d,d” € N, segue que d = d*. O

Vale observar que, além de demonstrar que mdc(a,b) pode ser escrito como combinagao

linear de a e b, mostramos que o mdc é, na verdade, a menor dessas combinagoes.
Corolério 3.2.1. Seja d = mdc(a,b). Se dpla e dy|b, entao dy|d.

Demonstragdao. Pelo Lema (3.2), 3r, s € Z tais que d = ra + sb. Como dyla e dy|b, segue do Lema

(2.2) que dp|ra + sb, i.e., do|d. O

Lema 3.3. Se albc e mdc(a,b) =1, entao alc.



Demonstragao. Sabemos que existem 7, s € Z tais que 1 = ra+sb (Lema (3.2)). Também sabemos

que bc = at,t € Z. Dal,

c=c-1=c(ra+sb) =acr+bcs=acr+ast=(cr+st)a .. alc

Lema 3.4. Sejam a,b €N e tome a =bq + 7,0 <r <b. Entdao, mdc(a,b) = mde(b, ).

Demonstragao. Sejam d = mdc(a,b) e d* = mdc(b,r). Pelo Lema (2.2), segue que d|r, pois
r=a->bq e dla e db. Logo, como d|b e d|r, segue do Corolério que d|d*.
Por outro lado, sabemos que d*|b e d*|r. Pelo Lema (2.2), d*|bq + r = a e, pelo Corolério,

d*|d. Como d,d* € N, segue que d = d*. O

4 Algoritmo de Euclides para o MDC

Sejam a,b € N. Pelo Algoritmo de Euclides, temos

a=bg+r, 0<r<b
b=rqgi+r;, 0<ri<r<b
r=riqa+1r9, 0<1ro<ri1<T<b

r1=Toq3+713, 0<T3<ro<ri<r<b

Como hé b inteiros entre 0 e b, esse algoritmo tem, no maximo, b passos, i.e., para algum

n > b teremos

Tn-3 = Tn-2Qn-1+7n-1, 0<rpq<rp9<--<b

Tn-2 =Tn-1qn +Th, Th =0
Logo, rn-1|rp-2, ou seja, mdc(ry—1,7p-2) = rn-1, POIS rn_1 < rp—2. Pelo Lema (3.4), segue que
mdc(a,b) =mde(b,r) = mde(r,ry) = - = mde(rp—2,7n-1) = Tn-1,
ou seja, mdc(a,b) = ry_1.

Exemplo. Calcule mdc(153,27). Temos

153 =27-5+18
27=18-1+9
18=9-2,

logo mdc(153,27) = 9.
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Exemplo. Calcule mdc(190,136) e determine r,s € Z tais que mdc(190,136) = 190r + 136s.

Temos

190 =136-1+ 54

136 =54-2+ 28
54=28-1+26
28 =26-1+2
26=2-13,

logo mdc(190,136) = 2. Reescrevendo os restos, temos

54 =190 - 136

28 =136-2-54=136-2(190-136) =3-136 - 2-190

26 =54 -28 =(190-136) — (3-136 —2-190) = -4-136 + 3 - 190

2=28-26=(3-136-2-190) — (-4-136+3-190) =190 (-5) + 136 - (7)
5 Equacao diofantina linear em duas variaveis
Sejam a, b, c € Z e considere a equagao
ax +by =c.

Queremos determinar todas as solugoes inteiras dessa equacao.

Lema 5.1. A equacao ax + by = ¢ tem solugao inteira se, e somente se, mdc(a,b)|c.

Demonstragao. Suponha que xg,yo € Z é solugao de ax + by = ¢, ou seja, axg + byg = c. Seja d =
mdc(a, b). Entao, como d|a e d|b, pelo Lema (2.2), d|c. Reciprocamente, suponha que d|c. Entao,
c¢=Md,\ € Z. Pelo Lema (3.2), existem r, s € Z tais que d = ar + bs, logo ¢ = Ad = a(Ar) + b(As),

ou seja, tomando xg = Ar e yp = As temos que xg, yg € solugao de ax + by = c. O

Lema 5.2. Suponha que xg, 3o € Z seja solucao de ax + by = c¢. Entao
b a
Ty =T + Et e Yr=1Yo-— Et’ d =mdc(a,b)

é também solugao de ax + by = ¢, Vit € Z. Além disso, todas as solugoes de ax + by = ¢ sdo obtidas

dessa forma (i.e., se z*,y* € Z é solucao de ax + by = ¢, entdo existe ¢t € Z tal que z* = z; e

Y= yt)-



Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que Yt € Z, x¢,y: € solucao de ax + by = c. Note que

+b +b +abt bat
alt Yt = aTo Yo+ —1— —
d d
= axg + byg
=c.

Portanto, x,,y; ¢ solucao.

Suponha, agora, que x*,y* é solucao de ax + by = ¢. Entéao,
ax® +by* =c=awg+byy = alx* —x0) =b(yo—y").
Como d|a e d|b, segue que
a * b *
—(a" —z0) = =(yo—y").
S 0) =~ -y")

Pelos Lemas (3.1) e (3.3), temos

b b
g‘(yo—y*) ec—l|($*—$o)7 pois mdc(g’ﬁ)zl

b
=>y0—y*=16g ex*—xozkg, tkeZ.

d
Agora,
c=ax*+b *—a(x +é/-c)+b( —gt)
= Yy = 0ty Yo d
. . ab
< c=azxr’ +by =ax0+byo+g(k—t)
b
c>c=c+a—(k—t)
d
ab
Qg(k_t)_oaij\]k_t'
b a
Portanto, x*:mo+atey*:yo—3t. O

Corolério 5.2.1. Sejam a,b € Z. Se mdc(a,b) = 1, entdo az + by = ¢ tem infinitas solugdes

inteiras, independentemente do valor de c.

Demonstragdo. Do Lema (5.1), segue que essa equagao sempre tem solugao pois mdc(a,b) =1 e

1|e, para todo c € Z. Pelo Lema (5.2), segue que hé infinitas solugoes. O

Exemplo. Encontre todas as solugoes de 3x + 5y = 14.
Como mdc(3,5) = 1 e 1|14, existem infinitas solugoes. Note que 1 =3-2-1-5, logo 14 =
3(2-14) + 5(-1-14). Portanto, (zo,yo) = (28,-14) é solucao, e as demais sao

)

7y = 28 + 5t
g =14 -3¢
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Observagao 5.1. O exemplo acima ilustra que basta conhecer r, s € Z tais que mdc(a,b) = ra+sb
para encontrar uma solugao para ax +by = ¢. Se d = mdc(a,b) e d|c, escreva ¢ = Ad = A(ra+ sb) =
a(Ar) +b(As), ou seja,

Tog=Ar eyp=As

é solugao. E possivel obter, do Algoritmo de Euclides para o célculo do MDC, os valores de r e

s. Observe o exemplo a seguir.
Exemplo. Encontre todas as solugoes de

190z + 136y = 14

Num exemplo anterior, descobrimos que mdc(190,136) = 2. Como 2|14, hé infinitas solugoes.

Também vimos que
2=190-(-5)+136-7,
logo
14 =190 (-35) + 136 - (49),
e temos
xo = -39, yo =49.
Portanto, as solucdes sao

{xt:—35+68t ter

Y = 49 — 95¢
6 Inducao Matematica

Seja p(n) uma proposicao l6gica que dependa de n e N'c Nu {0}.

n(n+1),

Exemplo. p(n) = “A soma dos primeiros n nimeros naturais consecutivos é igual a 5

Em linguagem matemaética,

~ n(n+1),

p(n)=“1+2+--+n 5

Essa é uma proposicao logica que depende de n.

Teorema 6.1 (Indugdo Matematica). Seja N ¢ Nu {0} e escreva N = {ng,ni,...} com ng <
n<....

Seja p(n) uma proposicao légica que dependa de n € N. Se

p(ng) é verdadeira
p(nk) — p(nk+1)\7nk eN

entao p(n) é verdadeira Vn e N.



Demonstragao. Seja F = {ne N | p(n) é falsa}. Queremos mostrar que, sob as hipdteses do
teorema, F = @, i.e., p(n) é verdadeira Yn e N'. Como F c N'c Nu{0}, pelo PBO existe n, € F
tal que n, <m,Vm e F.

Pela primeira hipétese do teorema, n, > ng (pois p(n) é verdadeira) e, portanto, p(ng),...,p(ny-1)
sao verdadeiras.

Pela segunda hipdtese, temos p(n,.) verdadeira, o que é absurdo pois n,. € F. Logo, F = @. [
_n(n+1)

2
Vamos aplicar indugao. Primeiro, note que para n = 1, temos 1 = 1 e p(1) é verdadeira.

Exemplo. Mostre que, YneN, 1+2+--+n

Suponha que, para m € N, p(m) é verdadeira, ou seja

1+2+...+mzw.
2
Dai, segue que
1
1+2+~-+m+m+1=w+m+l

_(m+1)(m+2)
2

e p(m +1) é verdadeira. Logo, segue por indugao que p(n) é sempre verdadeira.

Observagao 6.1. No caso da indugao matematica, chamamos a primeira hipétese do teorema

de caso particular e a afirmagao “se p(ny) é verdadeira” de hipdtese de indugao.

Exemplo. Mostre que, ¥n € N, temos

n+1
T -1
l+z+-+2"=
-1
z? -
Para o caso particular n =1, temos 1+ x = =x+1.
T —
Suponha, por hipétese de indugao, que
k+1
T 1
l+z+-+ah=
rz-1
Considere
k+1
v -1
I RPN I
z-1
xk+1 1+ xk+2 _ $k+1
z-1
.Tk+2 -1
z-1

Logo, p(k + 1) também é verdadeira e, por inducdo, p(n) é verdadeira para todo n € N.
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Exemplo. Mostre que, Vn e N, n3 + (n +1)3 + (n +2)3 é sempre divisivel por 9.
Para o caso particular n = 1, temos 13 + 23 + 3% = 36 ¢ 9|36.

Suponha, por hipétese de inducdo, que 9m? + (m + 1)3 + (m + 2)3. Considere

(m+1)2+(m+2)2+(m+3)3=(m+1)>+(m+2)>+ (m3+9m? + 27m + 27)
:(m3+(m+1)3+(m+2)3)+9m2+27m+27

= 9M +9(m? +2m + 3),

que claramente é divisivel por 9. Logo, p(n) é verdadeira para todo n € N.

Exemplo. Mostre que, Vn € N,
B+ +and=(1+2+-+n)?

Para o caso particular n = 1, temos 13 = 12. Suponha, por hipétese de inducao, que
P+ 4+t B =142+ +k)?

e considere

P+ st B+ (k+1)2=(1+2++k)?+(k+1)®
2
:(@) +(k+]_)3
KA (k+1)?+4(k+1)°
- 4
C(k+1)2(k? + 4k + 4)
- 4

_ ((k+1)2(k:+2))2

= (1424 +k+k+1)2

Logo, segue por indugao que a proposicao vale ¥n € N.

7 Numeros primos

Definicao. Seja p e N,p # 1. O nimero p é chamado de primo se os tnicos divisores positivos

de psao 1 e p.
Exemplo. 2,3,5,7,11,13,17,19,23 sao primos.
Lema 7.1. Seja p um primo e a € Z. Se p + a, entdo mdc(a,p) = 1.

Demonstragao. Seja d = mdc(a,p). Logo, dlp e d|la. Como p é primo, d =1 ou d =p. Se d = p,

entdo p|a, absurdo. Portanto, d = 1. O
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Lema 7.2. Sejam p primo e a,b € Z. Se p|ab, entao pla ou pl|b.

Demonstragao. Suponha que p + a. Pelo Lema (7.1), mdc(a,p) = 1. Como plab, pelo Lema (3.3)
temos que p|b. dJ

Lema 7.3. Sejam p, g1, g2 primos. Se plq1¢2, entdo ou p = ¢ ou p = go.

Demonstragao. Pelo Lema (7.2), p|lg1 ou p|g2. Suponha, sem perda de generalidade, que p|q;.

Como p é primo, p # 1 e, como ¢; € primo, devemos ter p = ¢ . ]

Lema 7.4. Sejam p,q, ..., g primos. Se plqig2---¢,, entdo existe j € {1,2,...,7} tal que p = g;.

Demonstragao. Vamos proceder por inducao em r. Como caso particular, temos r = 1: se
plgi, entdo p = g;. Suponha, por hipétese de inducao, que se p|qigo---qx, entao plg; para algum

je{l,2,...,k}. Considere

q1Qk* Qr+1 = ab.
—_—— ——
a b

Pelo Lema (7.2), sabemos que p|a ou p|b, i.e., p|g1---qr ou plgr+1. Se p|qx+1, entdo p = qg+1, pois p
€ gk+1 sao primos. Se p|qi---qk, segue da hipétese de indugao que plg; para algum j € {1,2,...,k}.

Logo, segue por indugao que o lema é verdadeiro. O

Definicao. Seja m e N,m # 1. Se m nao é primo, m é chamado de composto.
Lema 7.5. Sejam p,q primos distintos. Se pla e g|a, entao pqla.

Demonstragao. Como pla, a = pM, M € Z. Como qgla, segue que g|pM. Pelo Lema (7.2), g|p ou
q|M. Se q|p, entao q = p, absurdo. Portanto, q|M, i.e., M = qR, R € Z. Logo, a = pqR, ou seja,
pgla. O

O resultado principal dessa secao é o Teorema Fundamental da Aritmética, mas antes de

apresenta-lo precisamos de uma outra versao do Teorema de Inducao Matematica.

Teorema 7.6 (Inducao Matemdtica — 22 forma). Seja N' ¢ Nu{0} e escreva N = {ng,n1,ng,...}

com ng <nj <ng < -+ Seja p(n) uma proposigao légica que dependa de n e N. Se

{p(no) é verdadeira

p(n;) é verdadeira para todo j < k entéo p(ny) é verdadeira

entao p(n) é verdadeira Vn € N.

Demonstragdo. A mesma do Teorema de Inducdo Matematica. O
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8 Fundamental da Aritmética

Teorema 8.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo niimero natural maior que 1 pode

ser escrito de maneira unica (a menos de ordem) como um produto de primos.

Demonstragao. (Existéncia) Vamos proceder por inducado sobre n. Para o caso particular n = 2,
podemos escrever 2 = 2.

Suponha, por hipétese de inducao, que todo r € N,1 < r < m,m € N, pode ser escrito como
produto de primos. Se m é primo, m é produto de um primo.

Suponha m composto e m = uv,1 < u,v < m. Pela hipdtese de inducao, temos

u=pip2pr € U =q1qe-qs, logo

m=uv = p1Prq1--qs

também é um produto de primos.

(Unicidade) Seja n € N,n > 1 e suponha que

n=pi-Pr=qi1-qs, T <S.

Logo, pilgi---gs, ou seja, 3j € {1,2,...,s} tal que p; = ¢;, pelo Lema (7.4). Reordenando os

indices dos ¢;’s, assuma p; = ¢;. Entéao,

pip2:-Pr = P192°°qQs = P2P3Pr = q243**Gs-

Continuando esse processo, teremos, eventualmente,

Dr = @rQr+1-++Qs, POIS 1 < 8.

Como p, é primo, segue que r = s € p, = qy. ]
Lema 8.2. Sejam p1,...,p, primos distintos. Se p{”|pt11---pﬁr, com m,ty,...,t, € Nu{0}, entao
m <1y

Demonstracao. Suponha m > t1 e escreva m =11 + s,s > 1. Dali, por hipdtese,
AP = Py Py py == APV PL = D5 = At = piep)

Contudo, isso contraria o TFA, pois do lado direito temos um ntimero escrito como produto de

primos po,ps,...,pr €, do lado esquerdo, escrito como outro produto de primos, com o fator pj.
Isso é absurdo, pois a fatoracao é tnica, logo m < ty. O
Lema 8.3. Seja n = pi*---pi*, com pi,pa,...,p, primos distintos. Entao, dn se, e somente se,

d:plll---pl;, com 0<;<r;,i=1,2,...,8.
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Demonstragdo. Se dln, entdao Ad = pi'---pi*. Seja ¢ primo tal que g|d. Como d|n, segue do Lema

(2.1) que g|n. Pelo Lema (7.4), temos q € {p1,...,ps}. Assim, devemos ter
l ls
d = pll...ps .
Agora, nem todos os primos podem estar na fatoragdo de n, e podemos ter [; = 0 para algum ¢;
por outro lado, o Lema (8.2) nos diz que [; < r;. Desse modo, 0 <[; <1y, Vi.
Reciprocamente, suponha que d = plf---pés, com 0 <l; <r;i=1,2,...,8s. Como I; < ry,
podemos escrever r; = 1; + ki, k; e Nu{0}. Dai, temos
s I s\ (k1 ks
n :pqlpg = (pllps ) (pllps )
=d\ )\ eZ.

Logo, d|n. O

Lema 8.4. Seja a € N,a > 2 e escreva a = p*---pl° com py,...,ps primos distintos. O nimero de
S

divisores positivos de a é [](r; +1).
i=1

Demonstragao. O Lema (8.3) nos diz que d é um divisor positivo de a se, e s6 se, d = plfmpif,
com 0 <l; <r; ei<s. Portanto, para contar os divisores positivos de a pode ser feita uma

correspondéncia

piepe = (.o L),
s

ou seja, contar a quantidade de s-uplas. Como 0 <I; <r;, o total é H(rl +1). d
i=1

Exemplo. Seja a = 2-3-52. Logo, o niimero de divisores positivos de a é (1+1)(1+1)(2+1) = 12.
A saber: 20.39.50 21.30.50 90.31.50 90.30. 51 91.31.50 91.30.51 90.31.51 90.30.52 91.30.
52,20.31.52 91.31.52 9l.31.51

9 Minimo Miiltiplo Comum (MMC)

Definigao. Sejam a,b € Z e seja m € N. Dizemos que m é o minimo maultiplo comum de a e b se
1. a|m e blm
2. se ajm™ e bjm*, entdo m < m*
Denotamos m = mmc(a, b).
Exemplo. Determine mmc(12,20). Note que os multiplos positivos sao
12:12,24,36,48,60,72,84, ...
20 : 20,40, 60, 80, . ..

logo mmc(12,20) = 60.
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Lema 9.1. Sejam a,b € Z e escreva a = pi*---p° e b :plll---pfj, com 7;,l; >0 para j=1,2,...,s
e p1 < p2 < -+ < ps primos. Defina, para 1< j <s, v; =min{rj,l;} e u; = max{r;,[;}, e escreva

d=pi*--p¥, m=pi*--pts . Entao, d = mdc(a,b) e m = mme(a,b).

Demonstragdo. Pelo Lema (8.3), sabemos que dla e d|b, e se d*|a e d*|b entdo d* = p{*--p's com
tj <rjet;<lj, logo t; <min{r;,¢;}, ou seja, d*|d. Logo, d = mdc(a,b).
Também do Lema (8.3), alm e bjm. Seja m* um multiplo comum de a e b, i.e., ajm* e bjm*.

Assim,
m*=a\=pi'p- A e mt=0bd =plll---pfj -0
Em particular, p?j|m* com j=1,2,...,s, logo m|m*. Portanto, m = mmc(a,b). dJ
Corolério 9.1.1. Seja m = mmc(a,b). Se ajm™ e bjm*, entao m|m*.
Demonstragao. Segue da demonstragao do Lema (9.1). O

Exemplo. Sejam a =200 = 23.5% ¢ b =945 = 33-5-7. Pelo Lema (9.1), mdc(a,b) =2°-3°.5.70 =5
e mmc(a,b) = 2%-3%-52.7 = 37800.

Lema 9.2. Sejam a,b € N. Entao mdc(a,b) - mmc(a,b) = ab.

S S
Demonstragao. Escreva a = Hp? eb= Hpéi, com p; < pg < - < ps primos. Pelo Lema
i=1 i=1

(9.1), temos mdc(a,b) = pmin{ri’li} e mmc(a,b) = HpI.naX{”’li}. Observe que min {r;,[;} +

K2 K2
i=1 =1

max {r,1;} =7; + ;. Logo, mdc(a,b) - mme(a,b) = Hpi”” = ab. O
i=1

Teorema 9.3. O conjunto P dos niimeros primos ¢ infinito.

Demonstragao. Suponha P finito e escreva
P={p1,p2,..., Dk} -
Seja m = pi1ps---pr + 1, logo m € N. Pelo TFA, temos
m=qiq2qs,q; € P parai=1,2,...,s.
Apés renumeracao de indices, assuma ¢ = p1. Logo,

m = pi1ge--qs = p1P2--Pr + 1 = p1ga--qs — p1p2--ps = 1 = p1 (q2---qs — p2---pr) = 1 = pi1,

o que é absurdo pois p; é primo. Portanto, P é infinito. ]
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Observagao 9.1. Seja k € N,k > 2. Como k! =1-2---(k-1)-k, temos que n|k! para todo 1 <n < k.

Observe que a lista abaixo
K+ 1LE'+2,... kKl +k

é uma lista de k naturais consecutivos e, como k! + j é divisivel por j se 2<j<ke k!l +j> j,
compostos. Logo, sempre podemos encontrar intervalos de N, arbitrariamente grandes, que nao

contém primos.
Lema 9.4. Todo n € N composto tem um fator primo menor ou igual a \/n.

Demonstragao. Como n é composto, n = py1---p, com p; < --- < p, primos e r > 2. Nesse caso,

temos
_ 2 .
n = p1 (pa--pr) 2 py POis p1 < - < pr,
logo \/n > p1, como querfamos. B

H& resultados muito bonitos sobre primos, cujas demonstracoes estdo além desse curso.

Contudo, vale menciona-los.

1
e Euler (1737): seja P o conjunto dos primos. Entao, Z — diverge;
pelP p

e Dirichlet (1837): sejam a,b € N com mdc(a,b) = 1. Existem infinitos nimeros primos da

forma an + b, i.e., ha infinitos primos na P.A.

a+b,2a+b,3a+0,...

e Teorema dos Nimeros Primos (Hadamard — de la Vallée Poussin — 1896): seja x e R,z > 1

qualquer e defina 7(z) como a quantidade de primos menores que x. Dali,

m(x)

z—oo z/In(z)

Observagao 9.2. Embora o Teorema de Dirichlet seja dificil de demonstrar, vamos, a seguir,

apresentar um caso onde conseguimos provar que existem infinitos primos nessa P.A.

Pelo Algoritmo de Euclides, todo m € Z pode ser escrito como m = gk + 1,0 <r < k,k € N fixo.

Logo, podemos dividir Z em k subconjuntos disjuntos de acordo com o resto na divisao por k:

Mo={kq|qeZ}={...,-3k —2k,k,0,k 2k 3k,...},

My ={kq+1|qeZ}={...,-3k+1,-2k+1,-k+1,1,k+1,2k+ 1,3k +1,...},

My 1 =A{kq+(k-1)|qeZ}={...,2k+(k-1),-k+(k-1),+(k-1),k+(k-1),...}.
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Portanto,

Exemplo. Se k =6, temos

My={6q|qeZ}={...,-18,-12,-6,0,6,12,18,...},

M;={6g+1|qeZ}={...,-17,-11,-5,1,7,13,19,...},

Ms={6¢g+5|qeZ}={...,-13,-7,-1,5,11,17,23,... }.
Desse modo,

247=6-41+1 = 247 € My,
5428 = 6-904 + 4 == 5428 € My,

92333 = 6-15388 + 5 = 92333 € M5.
Lema 9.5. Sejam keNea,be My ={kq+1|qgeZ}. Logo, abe M.
Demonstracdo. Temos a=kqy+1 e b=kqg +1. Dai,

ab=k*qoq1 + k(go+q1) + 1

=k(kgoq1 +qo+q1) +1

=km+1,meZ.

eM;
O
Lema 9.6. Existem infinitos primos da forma 4k + 3,k € Nu {0}.
3
Demonstragdo. Vamos dividir Z = |_J M;, de acordo com os restos da divisao por 4. Como My
1=0

e M> tém apenas ntmeros pares, nao ha primos neles. Logo, hé infinitos primos em M; u Ms3.

Suponha que M?Ep )¢ finito, i.e., a quantidade de primos da forma 4k + 3 é finita. Suponha
M:zfp) ={p1,p2,-.-,pr}, 3=p1<p2<--<py,
defina
(*) m =4-pop3--py +3 € Ms,
e note que p; = 3 estd excluido. Pelo TFA,

m=q192--*Qs,q1 < @2 < -+ £ s Primos.
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De (*), segue que 3 + m, logo ¢1 # 3, e como p; + 4 - paps---p, + 3, temos qi,¢q2, ..., qs € M3, logo
41,92, --.,qs € M1. Pelo Lema (9.5), m = q1qa2---qs € M, logo

4-pops--pr+3=m=4k+1

0 que é absurdo! Logo, Mép ) ¢ infinito. O
10 Bases numéricas

Em geral, escrevemos todo os ntimeros na base 10, i.e., ¥n € Z, escrevemos
n=apl0F + ap_110F71 + - + 4110 + ao,

com aj € {0,1,2,...,9},1<j<k.
Exemplo. 12346 =1-10*+2-10% +3-10° +4-10 + 6.

Usando as mesmas ideias, podemos escrever n em qualquer base por meio de divisoes suces-
sivas.
Exemplo. 12346 =5-7*+0-72+6-72+6-7+5, logo (12346)10 = (50665)7.

A base numérica usada em computadores é a base 2 (bindria).

Exemplo. 12346 = 213 +212 4 0.2 + ... 4 0-26 427+ 24 + 23 4+ 0-22 + 2! + 1, logo 12346 =
(11000000111010)s.

11 Critérios de divisibilidade

A seguir apresentaremos alguns critérios de divisibilidade de n € N. Primeiramente, vamos

escrever n como

ko
n:Za¢101,aie{0,l,...,9}.
i=0

k
Lema 11.1. 9|n < 9| a;.

j=0
Demonstragcao. Note que

10 =999...941=9-111...1+1,
— ——
k vezes k vezes

logo

n=ap(9-111...1+1) + - +a2(9-11+1) +a1(9+ 1) + ag
—_———
k
:9(ak-111...1+---+a2-11+a1)+(ak+---+a1+a0)
—_———
k

k
=9M + Zaj.
=0
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k
Portanto, 9|n < 9|Z aj. O
=0
Exemplo. 9109521 pois 9[1 +9+5+2+1=18.

k
Coroldrio 11.1.1. 3n < 3|Z a;.
7=0

Corolério 11.1.2. 6n < n é par e 3|Zk: a;.
=0
Demonstragao. Das hipdteses, 2|n e 3|n implica que 6|n. O
Lema 11.2. 5jn < a9 =0 ou 5.
Demonstracdo. Como

n= 1O(ak10’“_1 +--+a2l0+ay) +ag

=10M + ag.
Logo, 5|n <> 5|ag <> ap = 0 ou ag = 5. d
Lema 11.3. 4n < 4]a110 + ao.
Demonstracdo. Como

n = 102((1161011‘“2 +-+az)+a110 + ag

= 102M + 10a; + ag
e, como 4[10?, temos que

4n < 4[10a; + ayp.

12 Exercicios Resolvidos
Exercicio 1. Mostre que se z,y € N sdo impares, entdo z2 + y? nio pode ser um quadrado.
Solugao. Escreva x =2t+1ey=2l+1,t,1l€Z. Dai,

a2+ y? =42 44t + 1+ 417 + 41+ 1= 4M + 2 (par).

2

Se 22 + y? = n?, entdo n? é par e, consequentemente, n é par. Mas entéo 4|n2, o que ¢é absurdo

por 4 + 4M + 2.

a
Exercicio 2. Mostre que albc < a|c, com d = mdc(a,b).
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Solugao. Tome a = d\ e b =du. Suponha que albc. Desse modo, be = at, logo
dpc = dA\t = pe = At = Muc.

Pelo Lema (3.1), mdc(\, 1) = 1, logo, pelo Lema (3.3), temos que A, i.e., g’c.
Reciprocamente, suponha que Ale. Entao, ¢ = Ar. Note que be = duAr = (d\)ur = aur, i.e.,

albe.
Exercicio 3. Mostre que se n € N,n >4 inteiro composto, entao n|(n —1)!.

Solugao. Vamos considerar casos. Primeiro, suponha n = p”,r > 2. Nesse caso,

(P = 1)1 =1-2p(p+1)-2p-p""e(p" = 2)(p) - 1).
Logo, como r > 2, temos

(P -D=p"M=p"|(p" -1\

Agora, suponha n = pi'---pi*, com s > 2. Nesse caso,

i

P; <n,V3=1,2,...,s

logo todas as poténcias pgj aparecerao em (n—1)!, ou seja, p;j|(n— DHLVj=1,2,...,s. Note que

mdc(p;’, p;j ) = 1 sempre que 7 # j. Desse modo, generalizando o Lema (7.5), temos

it l(n - 1)L
Exercicio 4. Mostre que existem infinitos primos da forma 6k + 5,k ¢ Nu {0}.

Solugdo. Pela Observagao (9.2), temos Z = Mo U My U Mz U M3 U My U Ms com M; = {6k +j | k € Z}
ej=0,1,23,4,5.

Observe que My e My nao tém primos (pois contém numeros pares diferentes de 2 apenas);
M3 tem apenas o primo 3 (pois conterd multiplos de 3) e My tem apenas o primo 2 (pois conterd
pares).

Portanto, hé infinitos primos em M; U M5. Suponha que ha uma quantidade finita de primos
em Ms, digamos pg, p1, - - ., Pk, cOM pg < p1 < -+ < pg. Nesse caso, pg = 5,p1 = 11,ps = 17 e assim
por diante.

Escreva
m= 6p1 P2 Dk + 5, excluindo Po = 5.
Pelo TFA,

m = qiq2--+qs, cOm gj primo, j=1,2,...,s.
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Observe que
me Ms, logo2+me3+m.

Vamos considerar casos. Primeiro, considere ¢; = 5.

Nesse caso, 5|m, ou seja, 5|6p1---px+5 € 5|6p1---pg, 0 que obriga p; = 5 para algum j. Absurdo.

Considere ¢ = p; para algum j € {1,2,...,k}. Como ¢1|6p1---px + 5 € ¢q1|6p1---pk, entdo ¢i5.
Como ¢; é primo, g1 =5 = p;. Absurdo.

Logo, ¢; ¢ M5,Vj = 1,2,...,s, de modo que q1,q2,...,qs € M. Pelo Lema (9.5), m =
q192---qs € M1, o que é absurdo pois m € Ms e M; N\ M; = @ sempre que 7 # j. Logo, ha infinitos

primos em Ms.
Exercicio 5. Mostre que todo primo da forma 3k + 1 é também da forma 6t + 1,k,t € Z.

Solugao. Seja p = 3k+1 primo. Se k é fmpar, entdo k =20 +1, logo p=3(21+1)+1=61+4, i.e.,
p =2, absurdo! Logo, k é par, k = 2l, e temos p = 6] + 1.

Exercicio 6. Encontre n € N tal que n/2 é quadrado, n/3 é cubo e n/5 é quinta poténcia.
Solucgdo. Devemos ter n =2%-3%-5¢- N. Assuma n = 2%- 3% 5. Temos que

a—1,b,c sao pares;
a,b -1, c sao multiplos de 3;

a,b,c—1 sao multiplos de 5.

Escolha a = 15,b=10 e ¢ = 6. Note que n = 2% - 310. 56 satisfaz os requisitos.

1
Exercicio 7. Para que valores n € Z temos - €eZ?

Solugao. Queremos 2n—1=A(n+7),\ € Z. Note que

2n-1=2(n+7)-15, logo

n+72n-1< n+7|15.

Os divisores inteiros de 15 sao +1,+3,+5,+15. Dai, n+7 = -6,-8,-4,-10,-2,-12,8,-22, ou seja,
ne{-22,-12,-10,-8,-6,-4,-2,8}.

Exercicio 8. Mostre que toda lista de k inteiros consecutivos contém um elemento divisivel por

k.
Solugao. Seja a lista n,n+1,...,n+ k — 1. Pelo Algoritmo de Euclides, n = gk + r, com
re{0,1,...,k-=1}. Se r =0, kln e terminamos. Suponha 1 < r < k—1. Logo, existe ¢ €

{1,2,...,k -1} tal que r +t = k. Portanto, n+t = k.
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Exercicio 9. Mostre que o produto de k inteiros consecutivos é divisivel por k!.

Solugao. Escreva o produto como
n(n+1)-(n+k-1), com ne€Z.

Se esse produto é 0, temos k!|0. Assuma, sem perda de generalidade, que o produto é nao nulo

e todos os termos sao naturais. Escreva

F=m(m-1)(m-2)--(m-k+1).

m m! r
— - * |
Note que (k) = (= k)] X eZ7, logo KT

Exercicio 10. Sejan e N,n > 2 e (), =n!+ 1. Mostre que todo divisor primo de ), é maior

que n, e conclua que existem infinitos primos.

Solugao. Pelo TFA, @, = p1-pr,p1 < -+ < pr primos. Suponha p; < n. Logo, pi|n!, ou seja,
p1|@n —n! =1, absurdo! Logo, p; >n,V1<j<r.

Vamos mostrar que mde(Qy,, Q) =1, Vm,n e N,m # n.

Suponha, sem perda de generalidade, 2 < m < n. Note que Vr e N, m!+1 <m-m! <

(m+1)-m!=(m+1)!, logo Qn < (m+1)! = Q1 —1. Logo, @, < n! sempre que m < n, e entao
Qmn! = se p|Q., entdao p + Qm,

ou seja, os primos divisores de @, nao dividem nenhum dos @,,’s anteriores, logo |P| = co.

Exercicio 11. Mostre que trés impares consecutivos somente serdao primos se forem 3,5, 7.

Solugao. Sejan e N,n > 3, e considere n,n +2,n+4 impares. Note que n+2,n+3,n+4 sao trés
nimeros consecutivos, i.e., um deles é divisivel por 3. Como n + 2 e n + 4 sao primos maiores

que 5, devemos ter 3|n + 3. Logo, n+ 3 = 3], i.e., 3|n. Como n é primo, temos n = 3.

Exercicio 12. Suponha que mdc(a,p?) = p e mde(b, p®) = p?. Calcule mdc(ab,p*) e mde(a +

b,p*).

Solugdo. Por hipétese, a = pA e b = p?u, com mdc(p, \it) = 1. Logo, ab = p* e a+b = p(A+pp).
Se p|A + pu, entdo p|A, absurdo! Logo, mdc(ab, p*) = p* e mde(a + b,p?) = p.

Exercicio 13. Mostre que mdc(n!+1,(n+1)!+1)=1,VneN.

Solugao. Seja d=mde(n!+1,(n+1)!1+1) eescreva (n+1)!+1=n-n!+n!+1. Como d|(n+1)!+1
e d|n!+ 1, entdo d|n - nl.
Por outro lado, mdc(n!,n! +1) = 1. Pelo Lema (3.3), d|n, o que implica d|n!, um absurdo se

d+1.
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Exercicio 14. Determine todos os primos p tais que 17p + 1 é quadrado.

Solugdo. Temos 17p+1=n? < 17p = (n-1)(n+1). Comon+1=(n-1)+2, entdo d =
mdc(n +1,n-1)|2, logo d =1 oud=2. Comop+2,d=1. Do TFA, segue que 17=n-1¢e

p=n+loul7=n+lep=n-1,0queimplican=18ep=19oun=16 e p=15. Logo, p=19.
Exercicio 15. Mostre que n* + 4 é sempre composto, Vn > 2.
Solucao. Para fatorar n* + 4, podemos fazé-lo como
nt+d=(n+a)(nd+bn®+bon+bs3) ount+4=(n+an+b)(n?+cn+d).
No primeiro caso, temos (-a)* +4 = 0, absurdo. No segundo caso, encontramos

nt+4=(n*-2n+2)(n*+2n+2), pois n> 2.

>1 >1
Logo, n* + 4 é sempre composto.
Exercicio 16. Seja n e N e n =a,10F + - +a110 + ag com ay,...,a; € {0,1,...,9}. Mostre que
n <11 > a;- >, a;.
j impar J par

Solugao. Note que

102" =9090...909-11+1 e 101 =9090...909-11 - 1.
~— ~—

2(n-1) 2(n-1)

Assim, temos

n=11R+ Zaj— Z aj, poilel:

J par j impar

11M + 1,1 par
11N -1, impar.

Logo, 11ln < 11| > aj - > a;.

J par j impar
13 Numeros de Fermat

Lema 13.1. Sejam a,be N com a > 2. Se a™ + 1 é primo, entdo a é par e n = 2F ke N.

Demonstragao. Como a > 2, entdao a” +1 > 3 e como a” + 1 é par para a impar, devemos ter a

par para que a” + 1 seja primo. Suponha n =rs com r > 3 impar. Como
g +1=(z+1) (" ="+ 4+ 1),

temos que x + 1|z" + 1. Fazendo z = a®, obtemos que a® + 1|la™ + 1, i.e., a™ + 1 é composto.
b b )

Portanto, se a” + 1 € P, entéio a é par e n nio tem fator impar, ou seja, n = 2¥, k e N. ]
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Definigao. Seja n € Nu {0}. Os ntmeros da forma F, = 22" + 1 sdo chamados nimeros de

Fermat.

Note que Fy = 3, F} = 5, Fy = 17, F5 = 257, F4 = 65537. Fermat conjecturou que todos Fj,
sao primos e de fato Fpy,...,Fy o sao. Contudo, ainda nao encontrou-se nenhum primo Fj, com

n > 5.

n
Lema 13.2. H F,=F,1 -1
=0

Demonstragao. Vamos proceder por indugao em n. Como caso particular, temos Fy = F} — 2.

Suponha, por hipétese de indugao, que

k
HE:Fk‘+1_27
=0

e considere

k+1
H F; = (Fk+1 - 2)Fk+1
1=0

_ (22k+1 _ 1) (22k+1 n 1)

_ 22k+2 B 1

= Fryo - 2.
O lema segue por indugao. O
Lema 13.3. mdc(F;, Fj) = 1 sempre que ¢ # j.

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, i < j e seja d = mdc(Fj, Fj). Por definicao,
F,, é sempre fmpar, logo d é impar. Pelo Lema (13.2), 2 = Fj — Fy---F;---Fj_1. Como d|F; e d|F},
entdo d|2. Logo, d = 1. O

Teorema 13.4. |P| = co.

Demonstragdo. Tome i,j € N,i # j. Pelo TFA, F; = q1q2---qs € Fj = p1pa---py. Pelo Lema (13.3),
mdc(F;, Fj) =1, logo ¢: # p; para todo 1 <t < s e 1<l <r. Como hé infinitos nimeros de Fermat

distintos, |P| = oo. O

14 Primos de Mersenne e Numeros Perfeitos
Lema 14.1. Sejam a,n € N,a > 2. Se a” — 1 é primo, entao a =2 e n é primo.
Demonstragao. Ja vimos que

(*) gt-1=(z-1)(" ++2+1),
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ou seja,  — 1|a' = 1. Tomando z = a e t = n, temos que a — 1|a™ - 1, i.e., a” — 1 é composto se
a>2.

Suponha n composto e escreva n =rs com 1 <7 < s<n. Tomando t =7 e z = a® em (*),
temos que a® — 1|a" — 1, logo a™ — 1 é composto. Portanto, é necessirio ter a =2 e n primo para

que a™ -1 seja primo (mas nao é suficiente!). O

Definicao. Seja p primo e defina M, = 2P — 1. Os ntmero M, sao chamados de primos de

Mersenne.

Mersenne conjecturou, em 1644, que M,, era primo para p < 257 se, e s0 se,
pe{2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257} .

A época, ja se sabia que 2'' =1 nao é primo (Regis — 1636); 217 —1 e 219 — 1 sdo primos (Cataldi

~1603); 222 —1 e 217 — 1 ndo sdo primos (Fermat — 1640).

229 231

Euler mostrou, em 1738, que —1 nao é primo, mas —1 é. Lucas mostrou, em 1876,

2127

que -1 é primo e Perrouchine mostrou, em 1883, que 25! — 1 é primo. Em 1900, Powers

mostrou que 289 —1 e 207 — 1 sdo primos.

Hoje, sabemos que a lista correta de M), primos com p < 257 ¢é
{2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127} .
O maior primo M,, conhecido (2018) é Mga539933-

Definicao (Funcao o(n)). Sejan € N e defina a fungao o(n) como a soma dos divisores positivos

de n, i.e.,

o(n) =Y d,deN.
dln

Exemplo. o(1) =1,0(2) =3,0(3) =4,0(4) =7,0(5) =6,0(6) = 12.
Lema 14.2. SejaneN. EntaoneP < o(n)=n+1.

Demonstragao. Suponha n primo. Entao, os tnicos divisores positivos de n sdo 1 e n, logo
o(n) =n+1. Reciprocamente, suponha o(n) =n+1. Como o(n) >n+ 1 para todo n composto,

segue que n é primo. O
Lema 14.3. Sejam m,n € N. Se mdc(m,n) =1, entdo o(mn) = o(m)o(n).

Demonstragao. Como mdc(m,n) = 1, segue que todo divisor de mn é da forma rs, com r divisor

de m e s divisor de n (TFA). Sejam r1,...,r; os divisores positivos de m e sq,...,s; os divisores
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positivos de n. Dai, os divisores positivos de mn sao r1s1,...,718(,...,7¢S1,...,7:S;. Portanto,

o(mn) =ri8] + -+ TS|+ +T4S] + -+ + TS
=rio(n) + - +ro(n)

=o(m)o(n).

Defini¢ao. Um nimero n € N é perfeito se o(n) = 2n.

Exemplo. 6, 28, 496, 8128 sao perfeitos.

Teorema 14.4. Se M), é primo, entao n = 2p’1Mp é perfeito. Além disso, se n é perfeito par

entao dp € P tal que n = 2”_1Mp e M, é primo.

~ . _ op-1 . .
Demonstragao. Suponha M, primo e escreva n = 2P""M,. Como M, é sempre impar, segue do

Lema (14.3) que o(n) = 0(2P"1)o(M,). Note que

w1
a(zp‘l):1+2+22+---+2p‘1:ﬁ:?’—l-

Como M, é primo, temos o(M,) = M, +1=2P. Dai,
o(n) =o(2P" Ho(M,) = (2P -1)2P =2-2P"1 M), = 2n,

logo n é perfeito.

2k—1

Reciprocamente, suponha n perfeito par e escreva n = m, m impar. Assim,

o(n) =2n=0(2"Yo(m) = (2" - 1)a(m).

Como 2n = 28m e mdc(2F,2%1) = 1, segue que 28~ 1|m (Lema (3.3)). Escrevendo m = (2¥~1)my,

temos
o(n) =28m = 28(2% — 1)mg = (2" = 1)o(m) < o(m) = 28my.
Note que

a(m) = 28mg > m+mg = (28 = 1)mg + mo = 28mo,

pois m e my dividem m. Logo, o(m) = m + mg, i.e., m s6 tem dois divisores positivos, sendo

primo; logo, mg = 1 e, daf, m = 2% —=1 é primo e k é primo (Lema (14.1)). Portanto, m = M}, e

n =21 My, k primo.

O]

Observagao 14.1. Todos os nimeros perfeitos conhecidos sao pares, e sabe-se que se n é perfeito

fmpar, entdo n > 10°9°,
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15 Congruéncia médulo m

Defini¢ao. Sejam a,beZ e m € N;m > 2. Dizemos que a é congruente a b mddulo m se mla - b.

Denotamos esse fato por a = b mod m.

Exemplo. 19 = 4 mod 5, pois 5|19 — 4; 121 = 0 mod 4, pois 11|/121 - 0; 1001 = 2 mod 9, pois
91001 - 2.

Lema 15.1. Seja m € N;m > 2. Entao,

(i) a=amodm,VYaceZ,

(ii) @ =bmod m = b=amod m,Va,beZ,

(iii) a =bmod m e b=cmod m = a = cmod m,Va,b,ceZ.

Demonstragao. Como mla — a,a = a mod m.
Se a = bmod m, entdo mla—b, i.e., a—b=mt < b—a=m(-t) < b=amodm.
Se a =bmodm e b=cmodm, entdo a —b=mt; e b—c=mty. Logo, a—c=m(t; +t2), i.e.,

a = cmod m. O
Lema 15.2. Sejam a,b,c,d, m € Z,m > 2. Suponha a = bmod m e ¢ =d mod m. Entao

(i) a+c=b+dmodm;

(ii) ac = bd mod m.

Demonstragao. Por hipdtese, a —b = mt e ¢ —d = mk. Dai, (a+c¢) - (b+d) =m(t+k), ie.,
m|(a+c)-(b+d) e a+c=b+dmodm.

Além disso, ac — be = mte e ¢b— bd = mkb, logo ac — bd = m(tc+ kb), i.e., ac=bd mod m. [
Lema 15.3. Se a = bmod m, entao a™ = b"™ mod m, Vn € N.

Demonstragdo. (Indugao sobre n) Segue do Lema (15.2) que, tomando ¢ = a e d = b, temos

k-1 _ bk—l

a? = b®> mod m. Suponha, por hipétese de inducio, a mod m. Considerando ¢ =a* ! e

d =b""1, segue do Lema (15.2) que a* = ¥ mod m, e o resultado segue por inducao. ]

Exemplo. Temos 119 = 20 mod 11 e 91 = 14 mod 11, logo 210 = 34 mod 11, 10829 = 280 mod 11
e 753571 = 2744 mod 11.

Definigao. Sejam a,m e€Z,m >2. Definaa={beZ | a=bmodm}. O conjunto a é a classe de

congruéncia de a modulo m.

Com essa notagao, podemos reescrever o Lema (15.1) como
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Lema 15.4. Sejam a,b,c,d,m € Z,m > 2. Entao
(i) aceq;
(ii) aeb=bea;
(iii) aebebec=acc.
Demonstragao. Como a = a mod m (Lema (15.1)), a € a.
Se a € b, a = bmod m, por definicdo. Do Lema (15.1), b = a mod m, i.e., bea.

Seaebebet entio a = bmodm e b = cmodm. Do Lema (15.1), a = ¢ mod m, i.e.,

a€c. O]

Lema 15.5. Sejam a,b,m € Z, m > 2. Entao

Demonstrag¢io. Por definicio, a € b implica a = b mod m. Do Lema (15.4)(iii),

cea<a=cmodm < b=cmodm < ceb,

logo @ = b.
Suponha a ¢ b e c e anb. Entdo, ¢ = amodm e ¢ = bmod m, logo a = bmod m (Lema

15.1)(iii)), i.e., a € b, absurdo. O
(15.1)(iii)), i.e., ;

Lema 15.6. Sejam a,m € Z,m > 2, e escreva a = mq + 1,0 <7 < m. Entao, a = r mod m, i.e.,

acer.
Demonstracdo. Como a —r =mgq, entao a = r mod m. ]

Lema 15.7. Seja m € N,m > 2. Entao

com ¢ a classe de congruéncia de ¢ médulo m.

m—1

Demonstragdo. Da Observagao (9.2), vimos que Z = | J M;, com M, ={mq+7r|qeZ}e0<r<
i=0

m — 1. Observe que be M, < b=mqg+r < b=rmodm < beT, ouseja, M, =7. Com isso,

temos o resultado desejado. O
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Exemplo. Para m =8, temos

0={8q|qez}={...,-16,-8,0,8,16,...},

1={8¢+1|qezZ}y={...,-15,-7,1,9,17,...}.

Segue do Lema (15.5) que, por exemplo
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Lema 15.8. Sejam a,b,c,m € Z,m > 2. Se ac = bc mod m e mdc(m,c) = 1, entdo a = b mod m.

Demonstragdao. Por hipétese, ac —be = ¢(a —b) = mA. Como mlc(a —b) e mde(m,c) =1, entao

pelo Lema (3.3) m|a - b. Logo, a =bmod m. O
Observagao 15.1. 2-3=2-0mod 6, mas 3 # 0 mod 6.

Lema 15.9. Seja m € N,m > 2. Se a,b € d, entdo a = bmod m, com d a classe de congruéncia

de d modulo m.

Demonstragao. Por hipétese, a = dmodm e b = dmod m. Segue do Lema (15.1) que s =

b mod m. O

Definigao. Sejam aq,aq,...,a,,m € Z,m > 2. Dizemos que {a1,as,...,a,} é um sistema com-

pleto de residuos (SCR) mddulo m se

(1) a; # a; mod m se i # j;

(2) VbeZ, Jie{1,2,...,r} tal que b = a; mod m.

Lema 15.10. Seja m € N,m > 2. Entao {0,1,2,...,m -1} é SCR médulo m.

Demonstragao. Sejam i,j5 € {0,1,2,...,m—-1}, i # j. Sem perda de generalidade, suponha
0<i<j<m-1,de modo que 0 <j—i<m-—1. Nesse caso, m + j —1i, i.e., i # j mod m. Isso
verifica a condicao (1).

Seja b € Z qualquer e escreva b=mg+7r, 0 <r <m-1. Como b =r mod m, a condigao (2) é

satisfeita. O

Observagao 15.2. Uma demonstracao alternativa desse lema segue do Lema (15.7), onde vimos

que Z=00U1U--U(m-1).

Lema 15.11. Seja m € N,m > 2. Sejam a; € 0,a2 € 1,...,a, € (m—1). Entdo, {a1,a2,...,amn}

¢ SCR moédulo m.
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Demonstragdo. Sejam a;,aj com i # j. Por hipétese, a; =i—-1# j—1=aj; mod m, poisi-1,j-1¢

{0,1,...,m—-1} e i # j. Tome b € Z qualquer e escreva b = mq + r. Entdo, b = r mod m,r €
{0,1,...,m—1}, i.e.,, beT. Como a,+1 = r mod m, entdo a,41 €T € b = a1 mod m pelo Lema
(15.9). O
Lema 15.12. Sejam aq,as,...,a,,me€Z,m >2. Se {aj,as,...,a,} é SCR médulo m, entao

(i) r=m;

(ii) apds renumeracio de indices, a; € 0,a2€1,...,am, € (m—1).

Demonstragdo. Pelo Lema (15.7), temos Z =0U1U--- Om. Se r > m, entao pelo Principio
da Casa dos Pombos, existem 4,7 € {1,2,...,7} ene {0,1,...,m -1} tais que a;,a; €N < a; =
a; mod n pelo Lema (15.9). Absurdo, pois {ai,...,a,} é SCR médulo m.

Se r < m, existe n € {0,1,...,m -1} tal que {ai,a2,...,a,} NT2 = &, ou seja, n # a; mod
m,Vje{1,2,...,r}, o que também é impossivel pois é SCR. Logo, r = m.

Como os a;’s sao dois a dois incongruentes médulo m, nao podemos ter dois deles na mesma

clase de congruéncia moédulo m, ou seja, apds reordenacao de indices, necessariamente teremos

a;€0,a0€1,...,am€(m-1).

O
Corolario 15.12.1. Com as mesmas hipdteses do lema anterior, temos UZI a;.
Demonstragdo. Segue do Lema (15.5) que a; =0,az = 1,...,@, =m — 1. O
Lema 15.13. Sejam by, bo, ..., by, € Z dois a dois incongruentes médulo m. Entao {b1,...,bn}

é SCR médulo m.

Demonstracao. Como os b;’s sao incongruentes dois a dois, e ha m deles, devemos ter by € 0, by €

1,...,by, € (m—1) apés reordenagao de indices. O resultado segue, entdo, do Lema (15.11). O

Lema 15.14. Seja {r1,...,r,} SCR médulo m e b € Z com mdc(m,b) = 1. Entao {bry,...,bry,}
¢ SCR médulo m.

Demonstragdo. Sejam 4,5 € {1,2,...,m},i # j. Se br; = br; mod m, entdo r; = r; mod m pelo
Lema (15.8). Como {r1,...,7,} é SCR médulo m, temos entdo que br; # br; mod m. Pelo Lema
(15.13), {br1,...,bry} é SCR médulo m. O

Exemplo. Seja m = 4. Temos Z = 14 u 41 u 387 U 1260 porque 1260 = 0 mod 4, 41 = 1 mod 4,
14 =2 mod 4 e 387 = 3 mod 4.
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Lema 15.15 (Lema de Euler). Sejam peP e a € Z, com mdc(a,p) = 1. Entao
a?! =1 mod p.

Demonstragao. Como mdc(a,p) =1, os Lemas (15.10) e (15.14) garantem que {0,a-1,...,a(p-1)}
é¢ SCR médulo p. Como {0,1,...,p-1} é SCR médulo p, temos que Vi € {1,2,...,p—1},
Flje{1,2,...,p-1} tal que a-i = j mod p. Logo, pelo Lema (15.2),

a-l1-a-2-a-(p-1)=1-2---(p-1) mod p,
ou seja
a1 (p-1)'=(p-1)' mod p.
Como mdc((p—1)!,p) =1, segue do Lema (15.8) que
a?' =1 mod p.
O

Exemplo. Determine o resto da divisdo de 429346 por 7. Note que 429 = 7-61 + 2, i.e., 429 =
2mod 7. Assim, 429346 = 2346 mod 7. Pelo Lema de Euler, 26 =1 mod 7 e, como 346 = 6 - 57 + 4,

temos 2346 = (26)57.2% = 16 = 2 mod 7. Logo, o resto é 2.
Teorema 15.16 (Pequeno Teorema de Fermat). Sejam p € P e a € Z. Entao
aP = a mod p.

Demonstragdo. Se a = 0 mod p, entdo a” = 0 = amod p. Suponha, entdo, a # 0 mod p, i.e.,

mdc(a,p) = 1. Do Lema de Euler, a’?~! = 1 mod p e, consequentemente, a” = a mod p. O
Lema 15.17. Sejam p,q € P,p # ¢q. Entao

p? 4¢P =1 mod pg.
Demonstracao. Pelo Lema de Euler, temos

pP 4P =0+1=1modp,

P+ =1+0=1modgq.

Logo, tanto p quanto ¢ dividem p?~! +¢P~! —1. Como mdc(p, q) = 1, segue que pg também divide,
ie., pTt+¢”' =1 mod p. O
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16 Equacao de Congruéncia
Sejam a, b inteiros e m € N;m > 2. Considere a equagao
ax = bmod m.

Observe que se ax1 = bmod m, x1 € Z, entao Iz € {0,1,...,m -1} tal que ax; = axp = b mod m.
Portanto, podemos nos concentrar em encontrar solugoes em {0,1,...,m—1}. O seguinte lema

torna isso evidente.

Lema 16.1. Se x( € Z é solucao de
ar = b mod m,

entao todo z* € g também é.
Demonstragao. Segue do Lema (15.2), ja que b = axg = ax™ mod m. O

Observagao 16.1. O Lema (16.1) nos mostra que se existe uma solugao, entao existem infinitas
solugoes que sao duas a duas congruentes. Portanto, para evitar discrepancias, vamos considerar

somente solugoes incongruentes.

Lema 16.2. A equacao de congruéncia
axr =bmod m

tem solugao se, e s6 se, mdc(a,m)|b. Se existir solugao, entdao hé exatamente d = mdc(a, m)

solugdes incongruentes.
Demonstracao. Seja xg solugao. Entao Jyg € Z tal que
axg =b+myg < axg—byg = b.

Pelos Lemas (5.1) e (5.2), essa equagao tem solucao se, e sé se, d|b. Isso mostra a primeira parte

do lema, e também nos da as solugoes dessa equacao diofantina:

+mt at
T =T — e =g — —t.
t 0 d Yt = Yo d

Observe que Vit € Z
at
azxy = arg + mg e d|a, logo ax; = axg = b mod m.

Além disso, xg,x1, . ..,24-1 sdo incongruentes dois a dois, pois suponha que i,j € {0,1,...,d—1},5 >
m m
i. Se x; = x; mod m, entdo mlz; — x;, i.e., m‘g(j -1), logo existe A tal que E(] —1i) =mA\, ou

seja j—i=d\ poism>2. Mas0<j—-i<d-1, logo j=1.
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Seja x; outra solucao qualquer, com ¢ > d. Escreva t =dq+r,0<r <d-1. Logo
m m m
xp=w0+ —t=x0+—(dg+71) =20+ —7+Mmq = x, + Mg,
d d d
ou seja

x¢ = x, mod m, com r € {0,1,...,d—1}.

Corolario 16.2.1. Se a equacao
ax =bmod m

tem solucao xg, entao as d = mdc(a, m) solugdes incongruentes sao

m m
g, 1 =x0+g,...,xd_1 :x0+g(d—1).

Exemplo. Encontre todas as solugoes de 6z = 3 mod 21. Note que mdec(6,21) = 3|3, logo pelo
Lema (16.2) essa congruéncia tem exatamente 3 solugoes incongruentes. Para encontrar uma

delas, usamos o algoritmo de Euclides para a divisao
21=6-3+3=3=21-3+6-(-3),

logo xg = —3 é solucao, e as demais sao

21
IL‘1——3+—=4,
3
21
Tg=-3+—-2=11,
3

As solucgoes sdo —3,4, 11.

Observe que poderfamos ter escolhido qualquer trio xf,z7,z5 com xj € 3,2} € 4 e x5 € 11.
Entao, vamos adotar como padrao apresentar solugoes dentro de {0,1,...,m -1} que ji vimos

ser SCR médulo m.
No caso acima, m = 21. Assim, vamos escolher
To = -3 = 18 mod 21.
Portanto, as solucoes incongruentes sao 4,11 e 18.

Observagao 16.2. Sejam a,m € Z,m > 2 e assuma que mdc(a,m) = 1. Pelo Lema (16.2), a

equagao
ax =1 modm

tem exatamente uma solucao.
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Definigao. Sejam a,m € Z,m > 2 e mdc(a,m) = 1. A tnica solugao zp de ax = 1 mod m é

chamada de inverso de a mdédulo m, xg =a'.

Exemplo. Seja m =9. No conjunto {0,1,2,3,4,5,6,7,8} os coprimos com 9 sdo 1,2,4,5,7 e 8.

Assim, para a € {1,2,4,5,7,8} queremos encontrar a™?, i.e., a tinica solucdo de ax = 1 mod 9.

Temos
l1-1=1mod9=11=1,
2.5=1mod9=2"1=5,
5-2=1mod9=5"1=2,
4.-7=1mod9=4"1=7e71 =4,

8-8=1mod9=8"'=8.

Observagao 16.3. Como vimos acima, alguns niimeros podem ser inversos de si mesmos médulo
m. Vamos determinar quais sao eles quando m ¢é primo. Note que isso equivale a determinar as

solucoes de
2 _
z” =1 mod m.
Lema 16.3. Seja p € P. As tnicas solucoes de
2 _
z“°=1modp
ssorx=lex=p-1.
Demonstragao. E bom lembrar que “Unicas” sempre significa solucbes incongruentes e como
padrao estamos determinando solugdes em {0, 1,...,p -1}, que é SCR médulo p. Como devemos
ter mdc(z,p) =1, excluimos x = 0. Agora,
?=1modpepp’-1lepl(z-1)(z+1)=z=-louz=1, comze{l,2,...,p—1}.
Como -1 =p-1mod p, as solugoes sao 1 e p— 1. ]
Exemplo. Seja p = 11. Vamos determinar todos os inversos de {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, um
SCR médulo 11. Pelo Lema (16.3), temos 171 =1 e 107 = 10. Agora
2-6=1mod1l=2"=6¢e6"=2,
3-4=1mod11=31=4e471=3,
59=1mod1l=5"'=9e 97 =5,

7-8=1mod1l=7"'=8e871=7.
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Exemplo. Qual o inverso de 335 médulo 11?7 Note que mdc(335,11) = 1, entdo existe 33571,
Agora, 335 = 5 mod 11 e, pelo exemplo anterior, 335! =571 =9,

Teorema 16.4 (Wilson). Seja p € P. Entao, (p-1)!= -1 mod p.

Demonstragio. Temos (p—1)! = 1---2-3--(p-2)-(p-1). Pelo Lema (16.3), s6 temos 1"* =1 e
(p—-1)"t=p-1,logo Vae{2,3,...,p-2},3be{2,3,...,p—-2} tal que ab=1mod p, i.e., a™t = b

e a + b. Portanto, podemos escrever

(p-'=1-(p-1)-2-274(p-2)(p-2)=p-1=-1mod p.

O
Exemplo. Para p =11, temos a lista de inversos, logo
(p-1)!=101=1-2-3-4-5-6-7-8-9-10=1-10-2-6-3-4-5-9-7-8 =10 mod 11.
Defini¢ao. Seja m € N. Defina ¢(m) como o nimero de elementos em {1,2,...,m -1} que sao

coprimos com m.

Exemplo. Seja m =12. Entao, ¢(m) =4, pois 1,5,7 e 11 sdo os inicos nimeros coprimos com

12 em {1,2,...,11}.
Lema 16.5. Seja pe N. Entao, pe P < ¢(p) =p- 1.

Demonstragao. Se p € P, entao ¢(p) = p—1. Reciprocamente, se ¢(p) = p—1 entao Va,1<a < p-1,
a + p. Logo, peP. O

Lema 16.6. Seja p € P. Entao toda lista com p inteiros consecutivos terd p—1 coprimos com p.
Demonstragdo. Seja a € Z e escreva a lista
a,a+1,...;,a+(p-1).

Por Euclides, a = pg+r,r € {0,1,...,p—1} (se a <0, tome |a|). Observe que 3ig € {0,1,...,p—1}

tal que r +1ig = p, i.e., a+ig =7 +ip =0 mod p, e segue que Vj €{0,1,...,p—1}, j # ip, temos
a+j=r+j#0modp< mdc(a+j,p) =1 para j # i,

ou seja, todos os elementos com excecao de r+1ig sao coprimos com p, totalizando p—1 elementos.

O]

Exemplo. Considere a sequéncia 103,104, 105,106,107, 108,109. Como 7|105, temos mdc(7,103) =
o= mde(7,100) = 1.



34

Lema 16.7. Seja pe P e m e N. Entao
my _,m . m-1__m-1 _ _,m _ 1
o(p™) =p™ -p" =p" (p-1)=p" (1 o)

Demonstracdo. A sequéncia de inteiros entre 1 e p™ pode ser dividida em p™ ! subsequéncias

de p elementos consecutivos.

p elementos p elementos

m—1 m

L2, copp+1l,p+2,....2p, ., p" e pm 2 g e —p+ L, p =42, p
[
p elementos p elementos

m

Pelo Lema (16.6), em cada uma das subsequéncias existe um unico elemento divisivel por p.
Logo, entre 1 e p™ h4 exatamente p™ ! elementos divisiveis por p e os demais sao coprimos com

p, resultando em ¢(p™) = p™ - p™ L. O
Exemplo. Seja p =3. Vamos calcular ¢(3%). Escreva
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27.
Logo, ¢(27) =27-9=18.
Definicao. O conjunto {ri,ra,...,r:} é um sistema reduzido de residuos mddulo m (SRR) se:
(i) mde(r;,m) =1, para 1 <i<t;
(ii) r; #7; mod m se i # j;
(iii) Ya € Z, com mdc(a,m) = 1, existe r; tal que

a = r; mod m.

Definicao. Seja m e N e defina E(m)={leN |1<l<m-1,mdc(m,l)=1}.
Observagao 16.4. Segue das defini¢bes que ¢(m) = |E(m).

Exemplo. E(15) = {1,2,4,7,8,11,13,14} = ¢(15) = |E(15)| = 8.

Lema 16.8. Sejam a,m € Z,m > 2 e mdc(a,m) = 1. Entao, se b € a,mdc(b,m) = 1.

Demonstragao. Seja d = mde(b,m). Como b € @, temos b = a +mt. Como d|b e djm, segue que

d|a. Logo, d|/mdc(a,m), i.e., d=1. O
Lema 16.9. Seja m € N;m > 2. Entao E(m) é SRR médulo m.

Demonstragao. Como E(m) c {0,1,...,m -1} (e esse ultimo conjunto é SCR médulo m), segue
que os elementos de E(m) sao incongruentes dois a dois médulo m (Lema (15.10)). Por definigao,
os elementos de E(m) sdo coprimos com m. Entdo, seja a € Z, com mdc(a,m) = 1. Segue do
Lema (15.10) que 3r € {0,1,...,m — 1} tal que a = r mod m. Do Lema (16.8), temos mdc(r,m) =
1, logo r € E(m). O
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Lema 16.10. SejameN,m >2, e E(m) = {rl,rg, .. .,r¢(m)}. Se {a1,as,...,as} ¢ SRR médulo

m, entao
(i) 5= o(m);
(ii) apds reordenacao de indices,
a1 €T1,a2 €T2,. .. s Agp(m) € F¢(m)~

Demonstragdo. A demonstragao é andloga a do Lema (15.12), pois se b € Z e mdc(b,m) = 1,

entao bEFlLJ---UFqs(m). O

Lema 16.11. Sejam 71,72, ...,7¢(m) € Z distintos, com mdc(r;,m) = 1. Se r; # r; mod m para

i #j, entdo {r1,79, ..., g(m)} ¢ SRR médulo m.

Demonstragdao. Segue a demonstracao do Lema (15.13), utilizando o Lema (16.10). O

Lema 16.12. Seja {rl,rg,...,r¢(m)} um SRR mdédulo m e seja a € Z, com mdc(a,m) = 1.

Entao {arl, e ar¢(m)} é SRR modulo m.
Demonstragao. Segue a demonstracao do Lema (15.14), usando o Lema (16.11). O
Lema 16.13 (Euler). Seja m e N,m >2, e a € Z,mdc(a,m) = 1. Entao,

a®™) =1 mod m.

Demonstragao. Seja a € Z,mdc(a,m) = 1, e seja {1"1,7“2,...,7“¢(m)} um SRR médulo m. Pelo
Lema (16.12), {arl,arg, . ,ar¢(m)} também é. Logo, Vie {1,2,...,0(m)},3lje{1,2,...,0(m)}

tal que ar; = r; mod m. Portanto

ary - are AT,y =11 T2 T () mod m

PN a¢(m)7ﬂ1 . T2...r¢(m) = T‘l . 7"2""]"¢(m) mOd m.

Como mdc(r;,m) = 1, segue que mdc(r172+T¢(m),m) = 1 e, do Lema (15.8), a®(™) = 1 mod

m. O

Lema 16.14. Sejam m,n € N,mdc(m,n) = 1. Entao, ¢p(mn) = ¢(m)e(n).

Demonstragao. A ideia da demonstracao é construir um conjunto com ¢(m)@(n) elementos que

seja SRR médulo mn, de modo que o Lema (16.10) garanta que ¢(mn) = ¢p(m)o(n).

Sejam {1"1,7“2,...,7“¢(m)} e {81,82,...,S¢(n)} dois SRR’s médulo m e n, respectivamente.

Defina
B={nrj+ms; | 1<j<¢(m),1<i<p(n)},

e seja ayj = nr; + ms;.
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Afirmagao 1: mdc(oy;,mn) =1

Sejam d,, = mdc(a;j,m) e dp = mdc(agj,n). Temos que dp|aij — s5, logo dpy|nr;. Como
mdc(m,n) = 1, segue que dp,|r;, logo d,,|mdc(r;,m). Mas os r;’s sao SRR médulo m, logo
mdc(r;,m) =1 e dy, = 1. Analogamente, temos d,, = 1. Logo, como mdc(m,n) = 1, segue que
mdc(ayj, mn) = 1.
Afirmagao 2: «;; # ayy mod mn sei#uouj#v

Temos

Qijj = 0y mod mn < nry + ms; = nry, + ms, mod mn < n(r; —ry,) = m(s, — s5) mod mn.
Em particular, n(r; —7,) = 0mod m e m(s, - s;) =0 mod n. Como mdc(m,n) =1, temos

i — 7Ty =0modm e s, —s; =0mod n
J 9

logo i =u e v = j, pois os r;’s e s;’s formam SRR’s médulo m e n, respectivamente.

Afirmagao 3: VaeZ,mdc(a,mn) =1, entdo a = a;; mod mn, para algum par i, j.

Seja a € Z, mdc(a,mn) = 1. Como mdc(m,n) = 1, existem xg,yo € Z tais que xgm + yon =
1. Logo, m +yn = a, com = = axg e y = ayp. Como mdc(a,m) = 1 = mdc(a,n), entdo

necessariamente mdc(z,n) = 1 = mde(y, m). Logo, existem 7; e s; tais que

z=sjmodn e y=r; modm

= mx =msj mod mn e ny = nr; mod mn,
ou seja,
a=xm+yn=ms;+nr; = a;; mod mn.

Portanto, B é SRR mdédulo mn, possuindo entdo ¢(mn) elementos. Mas por construgao |B| =

¢(m)p(n), logo ¢(mn) = ¢(m)d(n). =

Teorema 16.15. Seja n € N. Entao

gb(n):nH(l—%)

pln

Demonstragdo. Escreva n = pl'pg?---pt”. Pelo Lema (16.14), temos

am=QMﬁw
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Pelo Lema (16.7),

Exemplo. ¢(1200) = ¢(2*-3-5%) = ¢(2Y)0(3)p(5%) =23(2-1)2-5(5 - 1) = 320.
Lema 16.16. Sejam neN e D(n) = {de N | d|n}. Entéo,

S 6(d)=n.

deD(n)

Demonstragdo. Sejam S, = {1,2,...,n} e Ty = {a €S, | mdc(a,n) =d}, para todo d € D(n).
Observe que se di,d2 € D(n) e di # dg, entdo Ty, N Ty, = @ (porque nenhum nimero pode ter
dois mdc’s distintos com um dado ntimero). Escreva D(n) = {d1,ds,...,d.}, 1 <dy <--<d, =n.

Assim, S, é dado pela uniao disjunta dos Ty, logo

n=|Sn| = [Ta,| + - +[Tq,|-
Observe que

Ty C {d,2d,...,(ﬁ)d}.

d
Por outro lado,
Ad € Ty < mdc(Ad,n) = d < mdc (/\, %) =1,
logo
sz{xd| 13As%e mdc()\,g):l},

e portanto

T =o(5)=n=1si= % ¢(5)- % 6@

deD(n)

n
pois - apenas reordena D(n). O
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Exemplo. Seja n =20. Dai, So = {1,2,...,20}, D(20) = {1,2,4,5,10,20} e o conjunto dos %’s
é {20,10,5,4,2,1}. Temos

Ty ={1,3,7,9,11,13,17,19} = [T}| = 8 = 6(20),

Ty = {2,6,14,18} = [Ty] = 4 = 6(20/2) = $(10),

Ty = {4,8,12,16} = [Ty = 4 = 6(5),

Ts = {5,15) = [T5| = 2 = 6(4),

Tio = {10} = [T1o| = 1 = ¢(2),

Ty = {20} = [Tho| = 1 = ¢(1).

Agora, ¢(1) +3(2) + d(4) + ¢(5) + $(10) + (20) = 1+ 1 +2+ 4 +4 + 8 = 20.

Lema 16.17. Sejam m,n € N e d = mdc(m,n). Entao

_ do(m)o(n)

¢(mn) (d)

Demonstracdo. Escreva
m = pflll...pgrqfl...qsﬁs en = pil...pﬁerfl...ta
com P, ..., Pryqly---5qs, Q1,--.,Q¢ primos distintos. Logo,
d =mdc(m,n) = pi*--pf", com g; =min{a;,0;},1<j<r

Pelo teorema sobre a funcao ¢ de Euler, temos que

e fi-2)- £2-(-2)

bi i=1

Pelo mesmo teorema, também temos

o[-} -2 16 )

Por outro lado,

sesor = [10- D 11 (- 2)] [0 )]

_¢(d)
= T¢(m”)

i dO(m)o(n)
() = I

O]

Exemplo. Sejam m = 15 e n = 25. Logo, mdc(m,n) = 5. Portanto, ¢(mn) = ¢(15-25) =
1 2 -8-2

50(15)6(25) _5-8-20
¢(5) 4
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Exemplo. Determine todos os valores de n € N tais que ¢(n)|n.
Temos que ¢(1) = 1,¢(2) = 1, logo ¢(1)|1 e ¢(2)]2. Assuma n > 3. Escreva n = 20p5t...pbr,

com p1,...,p, primos impares distintos.

Caso 1: a=0 Nesse caso, o teorema sobre a fungdo ¢ nos diz que

o(n) =pi el (pr = 1)+ (pr - 1)
logo

n_o_ p1 Dy
o(n)  (pr1-1)-(pr-1)

Como os p;’s sao impares, entao 2 nao divide o numerador; por outro lado, o denominador é

par, logo ¢(n) + n.

Caso 2: a>1 Nesse caso, ¢(n) = 2“_1pl{1_1'~p2“1(p1 -1)-(pr - 1), logo

no_ e
d(n)  (pr—1)(pr—1)
Se r > 2, i.e., hd pelo menos dois primos distintos, entao 4|(p1 — 1)--+(p, — 1) mas 4 + 2p1---p,,

logo ¢(n) 4 n.

n 2
Se r = 1, entao temos - P g ¢(n)|n, entdo p; — 112p;. Como mde(p; —1,p1) =1,

o(n) pi-1

segue que p; — 1|2, i.e., p; = 3. Portanto,

p(n)n<=ne {1,2“,2“-3b}, com a,beN.

Definigao. Sejam ay,...,a, € Z. Diremos que d € N é o mdc(aq,...,a,) se
(i) dlay, ..., day;
(i) se d*|aq,...,d"|a,, entdo d* < d.
Lema 16.18. Se chamarmos d = mdc(ay,as,...,a,), entdo existem x1,x9, ..., 2, € Z tais que

d=x101 + - XrQp.
Demonstragao. A demonstragio é essencialmente a mesma do Lema (3.2). Escreva
S={awy1+-+ay | y1,...,yr €L}
e defina

Sy ={seS|seN}.
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Pelo PBO, existe dy o menor elemento de S,. Logo, dy = x1a1 + -z

Seja aj € {a1,...,a,} qualquer e escreva a;j = dog+r, com 0 <7 < dy. Se r =0, doglaj. Ser >0,

escreva
r=a;-dog=aj— (z1a1 +--2ra,)q €S

e, como r > 0, entdo r € §,. Mas isso é absurdo, pois implica r < dy, contrariando o PBO.

Logo, dy é divisor comum de aq,...,a,. Observe que se d* é divisor comum de ay,...,a,, entdo
d*|x1ay + --xray, ie., d*|dy. Portanto, dy = mde(ay,...,a,). O
Corolério 16.18.1. Se d* é divisor comum de aq,...,a,, entdo d* divide mdc(ay,...,a,).
Definigao. Sejam ai,as,...,a, € Z. Dizemos que M € N é o mmc(aq,...,a,) se

(1) al‘Mu"'7a’r‘|M;
(i) se a1|M*,...,a,|M*, entao M < M*.
Lema 16.19. Sejam aq,as2,...,a, € N e escreva

aj :p?l(j)pgﬂj)-upg”(j), com ;(j) e Nu{0},1<i<nel<j<r

Entao

mdc(ar,...,ar) = p7rps2-py”
e

mmc(al, R ,a,») = pilng”‘pf{L
com

gj =min{a;(1),a;(2),...,05(r)} e §; = max {a;(1),;(2),...,a;(r)}, com 1<j<r.

Demonstragdo. Pelo Lema (8.3), sabemos que d = p{'---p5*laj, 1 < j <r. Se d*|aj,1 < j <r, entdo
d* :pil(j)---pf{‘(j), com t;(j) < oy (j) para todo 1 <i<nel<j<r. Logo, t;(j) <e; para todo j,

e portanto, d*|d. Por definigao, segue que d = mdc(ay,...,a,).

Também do Lema (8.3), temos que a;|m = p‘fl'--pg", 1<j<r. Seja m* um miltiplo comum

de ai,...,a,, i.e., ajlm” para todo 1 < j <r. Logo,
m* = )\jaj = )xjp(fl(j)p?(j)”‘pg"(j)a 1 Sj <

Em particular, como todos os a;’s dividem m*, entao pfi|m* para todo 1 <i <n. Logo, m|m* e,

por definigdo, m = mmc(ay,...,a,). O
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Observagao 16.5. Segue desse lema que podemos calcular tanto o mdc quanto o mmc de forma

indutiva, i.e.,

mdc(ay,as,...,a,) =mdc(ay, mde(as,...,a,))

mmc(a,ag, .. .,a,) = mmc(ar, mmc(ag,...,a,)).

Exemplo. mdc(20,30,35,40) = mdc(20, mdc(30,35,40)) = mdc(20, mde(30, mdc(35,40))) =
mdc(20,mde(30,5)) = mde(20,5) = 5.

Teorema 16.20 (Resto Chinés). Sejam mq,ma,...,m, € N com mdc(m;,m;) = 1,Vi,j com
1<i<j<r. Sejam ay,aq,...,a, € Z tais que mdc(a;,m;) =1, com 1 <i<resejam by,...,b. €Z

quaisquer. Entao o sistema

a1z =b; mod my

asx = by mod msy
arx = b, mod m,
tem solucao Unica médulo my - ma--m,.

Demonstracao. Essa demonstracao tem duas partes: a prova da existéncia e a prova da unicidade

moédulo my - mao---m,..

(i) Unicidade: suponha xg e x; solugoes do sistema. Em particular, temos que
a;xg = b; = a;x1 mod m;, 1 <i<r.
Como mdc(a;,m;) = 1, segue que
xg =21 mod m;, Vi, 1 <1 <7
Como mdc(m;,m;) =1 se i # j, segue que

To = x1 mod mq - mo---m,..

(ii) Existéncia: como mdc(a;,m;) = 1, cada equagao tem exatamente uma solugao, pelo Lema

(16.2). Sejam w1, x2,...,z, as solugoes individuais de cada equagao. Defina, para 1 <i<r,

m nm ---m
n; = + = mdc(n;, m;) =1 e mde(n;, m;) =mj,i # j.
(2

Pelo Lema (16.2), cada uma das equagoes

n;z=1modm;,1<i<r
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admite solugdo tnica. Sejam z1, ...,z as solugdes tnicas e individuais de cada equagdo. Agora,

defina
To=T1N121 + T+ TpNp2p.
Observe que, para todo 1 <4 < r, tem-se

a; Ty = QG;x1N121 + -+ Q; TNz + -+ QTN 2y
= Qi ;N 25

= Qg

bi mod myq,
pois m;|n; se i # j e njz; = 1 mod m;, ou seja, g é solucao do sistema. ]

Observagao 16.6. Esta demonstracao nos da um algoritmo de como encontrar a solugao do

sistema. Vamos ilustrar esse processo com um exemplo.

Exemplo. Encontre solugoes para o seguinte sistema:

3r=2mod 7
S5z =3 mod9
8r =7 mod 11

Temos que mdc(7,9) = mde(7,11) = mde(9,11) = 1 e mde(3,7) = mde(5,9) = mde(8,11) = 1.

Pelo Teorema do Resto Chinés, esse sistema tem solucao tnica médulo 693(=7-9-11).

(a) Solugoes das equagoes individuais: como os nimeros sdo pequenos, podemos obter as

solucoes diretamente:

Tl =3,ZE2=6,$3=5.

(b) Valores dos n;’s:

7-9-11
7

ny =

=99,n9 = 77,n3 = 63.

(c) Solugoes das equagdes n;z = 1 mod m;:

99z=1mod7=2=1mod 7= 2 =1,
77z=1mod 9= 5z=1mod 9 = 29 =2,

63z=1mod 11l =8z=1mod 11 = 23="17.
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(d) Solugao do sistema:

20=3-99-1+6-77-2+5-63-7=23426

3426 = 654 mod 693 = x( = 654.
Vamos concluir testando essa solucao

3-654=3-3=2mod 7,
5-654=5-6=3mod9,
8-654=8-5=7mod 11.

Exemplo. Encontre um natural que deixa restos 3,2 e 5 nas divisoes por 5,8 e 11, respectiva-

mente.

Encontrar esse namero é equivalente a determinar uma solugao para o sistema

z =3 modb
z =2 mod &
z=5mod 11

Nesse caso, ja temos as solucgoes individuais de cada equacao:

I =3,$2 =2,$3 =b5.

Agora,

n1 = 88,n9 =55 e ng =40

e as equagoes

88z=1mod5=3z=1mod 5 = 2z =2,
55z=1mod 8= T7z=1mod 8 = 29 =7,

40z=1mod 11 = 7z=1mod 11 = 23 =8,

de modo que a solucao do sistema é

20=3-88-2+2-55-7+5-40-8 =528+ 770+ 1600 = 2898.
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Como 5-8-11 =440, procuramos

g = 2898 = 258 mod 440.

Testando
258 =3 mod 5
258 =2 mod 8
258 =5 mod 11

A seguir veremos uma aplicagao interessante do Teorema do Resto Chinés.
Teorema 16.21. Seja m € N e escreva m = pi"*---p". A congruéncia
f(x)=azx" +-+ayx+ap=0modm
tem solucao se, e somente se, o sistema
f(z) =0mod p{!
f(z) =0mod pdr
tem solugao.

Demonstragdo. A demonstragao é uma generalizacao do Lema (7.5). Se f(a) =0 mod m, entao

m|f(a), ou seja, p;*|f(a) para todo 1 <i <r. Em particular,
f(a) =0mod p}*,Vi,1 <i<r.
Por outro lado, se f(a) = 0 mod p}" para todo 1 <i <r, entao pi"*|f(a),p5?|f(a),....pr"|f(a).
Mas mdc(p?i,p?j) =1sei#j. Logo
pitpir|f(a) = m|f(a) = f(a) = 0mod m.

O]

Para encontrar uma solugao para o sistema acima, podemos usar o Teorema do Resto Chinés

da seguinte forma.

Sejam B1,..., 05, € Z tais que f(3;) = 0mod p]“,1 < i <r. Pelo Teorema do Resto Chinés,
determinamos kg € N tal que

zo = (1 mod p{"
2o = B, mod por
Segue dos Lemas (15.2) e (15.3) que

f(@o) = f(Bi) = 0 mod py*
portanto, pelo Teorema acima,

f(zp) =0 mod m.
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Exemplo. Verifique se a congruéncia abaixo tem solugao:
f(x) =2 - 42% + 52 - 6 = 0 mod 63.

Inicialmente, escreva 63 = 7-3% e observe que f(4) = 0mod 7 e f(3) = 0mod 9. Pelo Teorema

do Resto Chinés,

r=4mod?7 5
tem solucao.

z=3mod9

Escreva x1 = 4,29 =3,n1 =9,n9 = 7. Como

92=1mod 7= z =4,

7z=1mod 9 = 25 =4,

temos que
x90=4-9-4+3-7-4=228 =39 mod 63.
Portanto,

£(39) =0 mod 63.

Vamos apresentar um método para encontrar solucdes médulo p™*! a partir de solucoes

modulo p.

Seja f(x) = any + @p_12™ ' + - + a1x + ag, com coeficientes inteiros. Agora,

(b tp)F = b 4 kb7 + (];)bk‘Q Ap)? 4t (k]f 1)b(tp’“)k—l (1),
logo
(b+tp")* = bF + kb tp” mod p" L.
Portanto, como
Fh+tp") = an(b+tp" )" + any (D +tp") L4+ + ar (b+tp") + ag

temos que

bn—l

fo+tp") = (anb” tap b+ arb+ ao) + (nan +(n=1)ap "2+ + al)tpr

= f(b) + f'(b) - tp" mod p"*!
com

2

/() = napz™ + (n = Dap_12" 2 + - + 2a92 + a; (a derivadal)
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Lema 16.22 (Hensel). Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros e suponha que existe

beZ tal que f(b) =0modp" e f'(b) # 0 mod p. Entao existe um tnico ¢ € Z (médulo p) tal que

f(b+tp") =0mod p**.
Demonstragdao. Escreva f(b) = B-p" e f'(b) = A. Sabemos que

f(b+tp")=B-p" +A-tp" mod p"*L.

Assim, encontrar t € Z tal que

Bp" + Ap"t = 0 mod p" !
é equivalente a determinar uma solugao para

B+ At = 0 mod p,

ou seja, uma solucao para At = —B mod p. Pelo Lema (16.2), essa congruéncia tem solu¢ao pois

por hipétese mde(A, p”) =1, e a solugao é unica médulo p. O
Exemplo. Resolva a equagao
22 + 2 +47=0mod 7°.

Escreva f(x) = 22 + 2 + 47 e observe que f(1) = f(5) = 0mod 7. Note que f'(z) = 2z +1 e
f'(1)#0mod 7 e f'(5) #0mod 7. Assim, podemos aplicar o Lema de Hensel em qualquer uma
das solugdes. Vamos aplicar na solugéo 5, entao f(5)=77=7-11e f'(5) =11.

Vamos determinar ¢ tal que f(5+7t) =0 mod 72. Isso é equivalente a encontrar uma solucio

para
11+11t=0mod 7=t = -1.
Escolha ay =5+ 7(-1) = =2 e observe que
f(=2)=49=0mod 7 e f'(-2) =-3#0mod 7.

Podemos aplicar novamente o Lema de Hensel e buscar ¢ tal que f(-2+t-7?) = 0 mod 73. Isso

é equivalente a resolver
1-3t=0mod 7=1%=5.
Tome ap = -2+ 5- 72 = 243. Agora,

£(243) = 59339 = 7° - 173 = f(243) = 0 mod 7°.
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Observagao 16.7. Analisando o exemplo acima, note que com a = 5 temos f(a) = 0 mod 7.

Depois, determinamos tg = —1 tal que
ar=a+ty-7=5+(-1)-7
e f(a1) =0 mod 7. Em seguida, determinamos ¢1 = 5 tal que
ag=aj+t; -7 =-2+5-7% = 243
e f(az) =0mod 73.

Agora, as = aj +t1-7? = a+ty-7+t;-72. Como f'(x) é também um polinémio com coeficientes
inteiros e (a +tp)* = a¥ mod p, segue que se f'(a) # 0 mod p entdo f'(a+to-p) # 0 mod p? e em

geral
f'avtop+ttp™*) = f'(a) =0 mod p.

Logo, se f(a) =0mod p" e f'(a) # 0 mod p, sempre teremos solugao para f(z) =0 mod p"*™Vm €

N e a solugao tera a forma

o1 = A+t Pttt g p™

pois f'(am-2) = f'(am-3) =--= f'(a1) = f'(a) #0 mod p. Com isso, provamos o teorema:

Teorema 16.23 (Hensel). Seja f(x) um polindmio com coeficientes inteiros. Se existe a € Z tal

que f(a)=0mod p e f'(a) #0mod p, p primo, entdo para todo m € N
f(z) =0 mod p™

tem solucao.

17 Exercicios Resolvidos

Exercicio 17. Mostre que se a,b € Z sio tais que mdc(ab,91) = 1, entdo 91|a'? - b2

Solucao. Como 91 = 7- 13, basta mostrarmos que 7 e 13 dividem essa diferenca. Como
mdc(ab,91) = 1, entdo mdc(a,7) = mde(b,7) = 1 = mdc(a,13) = mde(b,13). Por Euler, se-
gue que

a®=1mod 7= a'?=1mod 7,

b®=1mod 7= b2=1mod7,

a'?=1mod 13 e b'%? = 1 mod 13,

e o resultado segue.
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5 3
7
Exercicio 18. Mostre que Vn € Z temos que % + % + % € 7.

5 3n° +5n® +n . - .
Solugao. Queremos mostrar que — € Z, i.e., que 15 divide o numerador. Para isso,

basta notar que

3n° +5n +Tn=2n+n=0mod 3,

3n° + 7 +7n = 3n+ 2n = 0 mod 5,

pois, pelo Pequeno Teorema de Fermat, temos

n? = n mod 3,

n® =nmod 5,

e o resultado segue.

Exercicio 19. Determine os trés tltimos digitos da representacao decimal de a*%°

1.

, com mdc(a, 10) =

Solugao. Escreva
a?% = ;.10 + 4110 + ag, com ag, ..., a € {0,1,...,9}.
Por Euler, segue que
a®%%) = 490 = 1 ;mod 103,
Logo,
a®® = 4510% + 4110 + ag = 1 mod 10% <= a210% + @110 + ag — 1 = 101,

de onde segue que ag =0 =ay e ag = 1, pois ag,a1,az € {0,1,...,9}.
Exercicio 20. Determine o tltimo digito da representacao decimal de 24,
Solugao. Nesse caso, mdc(2,10) # 1, mas note que

2400 = 4, 10F + - + @110 + ag
e, como ¢(5) =4, temos

2100 = (9190 = 5 = 1 mod 5.
Como 2490 é par e 0 < ag <9, segue que ag = 6.

Exercicio 21. Encontre um SRR moédulo 9 composto apenas de primos.
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Solugao. Como ¢(9) = 6, sabemos que todo SRR médulo 9 tem 6 elementos. Também sabemos

que
E(9)={1,2,4,5,7,8}

é SRR médulo 9. Do Lema (16.10), se {r1,...,r6} é SRR médulo 9, entao apds reordenagao de

indices temos
1 ET,TQ 6577“3 EZ,T4 ES,T5 67,7“6 €8.

Queremos entao encontrar um primo em cada classe. Note que

19=2-9+1¢l,
11=1-9+2¢€2,
13=1-9+4¢4,
5=0-9+5¢€5,
7T=0-9+7€T,
17=1-9+8¢€8.

Logo {5,7,11,13,17,19} é SRR mé6dulo 9 com apenas primos.
Exercicio 22. Mostre que n? +4 #0mod 37,Vn e N.
Solucao. Por Euler, temos

n?GD = 13 =1 mod 37 se mde(n, 37) = 1.

Note que se n =0 mod 37, entao n" +4=4 # 0 mod 37. Logo, podemos assumir mdc(n,37) = 1.

Se n%” +4 =0 mod 37, entao
4
n” = -4mod 37« (n”) =256 = 34 mod 37.
Por outro lado, temos
4 8
(ngg) _ (n36)9
e por Euler
3619°
(n*®)” =1#34mod 37.

Exercicio 23. Encontre todos os valores de n € N tais que 3 + ¢(n).



50

Solucao. Escreva
n=pilepl = ¢(n) = pi* Hepl T (pr = 1) (py - 1),
Entao, se 3 + ¢(n), devemos ter que
34 p7 e e 34 (p1- 1)+ (pr - 1),
ou seja 9 nao pode dividir ¢(n) e pj =2mod 3,Vj=1,2,...,r.
Exercicio 24. Mostre que existem infinitos n € N tais que 10|¢(n).

Solugao. Note que ¢(11) =10, logo todo n da forma

Ts
S

n = 11ap7{1...p
é tal que 10|¢p(n).

Exercicio 25. Seja p primo impar. Mostre que

[(p—l)l]z_ —1mod p, se p=1mod4
2 /)1 " |1modp, se p=3mod4

Solugao. Note que

p-1 p+1
(p-Dl=1-20"—=——(p-2)(p-1).
Agora,
p—1=-1mod p,
p—2=-2mod p,
p+1 p-1
5 :—Tmodp,

de modo que

(p-1)!= [(1%1)!]2 (-1)'F =1 mod p

por Wilson. Como o expoente de —1 é par se p = 1 mod 4 e impar se p = 3 mod 4, o resultado

segue.
Vamos apresentar um exemplo da aplicagao do Teorema de Hensel.

Exemplo. Encontre uma solucio para z* + 23 + 8 = 0 mod 21025.
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Solugao. Note que 21025 = 52 -292 e sejam f(z) = 2% + 23 + 8 e f/(x) = 42> + 322, Seguindo a
demonstragao do Lema de Hensel, buscamos b € Z tal que f(b) =0 mod p e f'(b) # 0 mod p. Por

tentativa, obtemos

f(1)=10=2-5=0mod 5, f'(1) =7 % 0 mod 5,
f(3)=116=4-29=0mod 29, f'(3) = 135 # 0 mod 29.

Queremos t € Z tal que f(b+tp) = f(b) + f'(b)-t-p=0mod p?.
(i) para p=>5, temos
f(1)=2-5f(1)=7= b =1+5t,
de modo que

f(bl)52-5+7-t-550mod52©2+7t50m0d7©t=4.'-b1=21.

(ii) para p =29, temos
f(3)=4-29,f'(3) =135 = by = 3+ 29t,
de modo que
f(b1)=4-29+135-¢-29 = 0 mod 29% < 4 + 135t = 0 mod 29 < 19t = —4 mod 29.
Por Euclides, temos

29=19-1+ 10,
19=10-1+09,

10=9-1+1,
de modo que
1=(2)-29+(-3)-19«< -4=(-8)-29+(12)-19
e, portanto,

t=12..by = 351.

Até agora, temos f(21) = 0mod 25 e f(351) = 0 mod 29%2. Para obter a solucio para a con-

gruéncia do problema, utilizamos o Teorema do Resto Chinés.

z =21 mod 25
z = 351 mod 841
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1. Solugobes particulares:

x1 =21,29 = 351.

2. Valores dos n;’s:

ny = 841,n9 = 25.

3. Valores dos z;’s:
(a)
841z =1 mod 25 = 16z = 1 mod 25.
Por Euclides,

1=25-(=7)+16-(11) = 2 = 11.

25z =1 mod 841.
Por Euclides, temos
1=841-(11) +25-(-370) = z = —-370.
4. Solugao do sistema:
xo=21-841-11+351-25-(-370) = -3052479.
Tomando z¢ médulo 25 - 29?2 = 21025, obtemos
xg = 17171 mod 21025
logo,

F(17171) = 0 mod 21025.

18 Propriedades de polinémios médulo m

Vamos denotar por Z[z] o conjunto de todos os polinémios com coeficientes inteiros. Sejam
meN,m>2e f(x)eZ[x]. Escreva, com n >k,

f(x) =apz™ + A2 4+ apz® + o+ a1z + ag.

Dizemos que o grau de f(x) mddulo m é igual a k se ap = ap-1 = -+ = agy; = Omodm e

ar # 0 mod m. Além disso, se g(z) € Z[x],g(x) = bya® +--- + byw + by, diremos que
f(z) = g(z) mod m

se o grau de g(x) médulo m for igual a k e a; = b; mod m,0< j <k.
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Exemplo. Considere os polinémios
f(x)=72° + 212 + 323 + 52% — 2 + 11, g(x) = 2423 + 52 + 20z + 4.
Note que f(z) = g(x) mod 7, pois
7=21=0mod 7,3=24mod 7,5=5mod 7,-1 =20 mod 7,11 =4 mod 7.
O grau de f(x) e g(x) médulo 7 e 3.

Lema 18.1. Sejam f(x),g(x),h(z) € Z[x] e p € P. Suponha que f(z) = g(x)-h(x) mod p e seja
beZ. Se f(b) =0mod p, entao g(b) =0 mod p ou h(b) =0 mod p.

Demonstragdao. Segue do Lema (7.2). O
Lema 18.2. Seja be Z. Entao, 2! —b' = (x - b) ('™t + 2/ 2b+ - + 2b'"2 + bt 1),
Demonstragao. Basta efetuar o produto e verificar a igualdade. ]
Lema 18.3. Se d|t, entdao 2 -1 = (2% - 1)(a!% + 2824 4 ... 4 29 4 1).
Demonstragdo. Escreva t = dn. Do Lema (18.2), temos
Y ol=(y -1 1),
Tomando y = z¢, o resultado segue. O
Lema 18.4. Sejam f(z) € Z[x] e be Z. Escreva
f(z) = apz® + -+ ag.
Entao,
F() - F(B) = (@ - b) (g™ + Byoa2 4+ By + By),
com By_o,...,B1,Bg€Z.

Demonstracao. Note que
k o
F@) = £0) = Yoy - )

k . .
Zaj(ac b)Y (27t + 27 b4 a2
k , , : :
=(z-b) Y aj(@ "+ 27 2o+ + b 2 BT
j=1
pelo Lema (18.2). Logo, f(z) - f(b) = (x-b)g(x), com g(x) = apx® 1 + By_o2* 2 +.--+ By e com

os B;’s sendo combinacoes lineares de b com os coeficientes de f(z) e, portanto, sao inteiros. [J
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Lema 18.5. Sejam pe P, be Z, f(x) € Z[x], com
f(z) = apz” + -+ a1z +ag e ax # 0 mod p.
Entao,

f(b) =0mod p < f(z) = (z - b)g(x) mod p
e o grau de g(z) médulo p é k- 1.

Demonstragdo. Do Lema (18.4), temos

f(x) = f(b) = (z - b)g(z) mod p,

logo

f(b)=0mod p < f(x) = (x - b)g(x) mod p.

1

Além disso, como o coeficiente de z¥~! em g(z) é a; e mdc(ay,p) = 1, entdo o grau de g(z)

médulo p é k- 1. ]

Observacao 18.1. Pode ocorrer que tenhamos ¢g(b) = 0 mod p. Nesse caso, teriamos f(z) =

(z—b)%-h(x) mod p, e o grau de h(z) médulo p seria k — 2. Isso motiva a seguinte definicao.

Defini¢ao. Sejam p e P,be Z e f(x) € Z[z], com f(z) de grau k médulo p. Diremos que b é

uma raiz de multiplicidade m mddulo p de f(x) se
F(2) = (- b)™ - h(x) mod p
e h(b) # 0 mod p. Além disso, segue do Lema (18.5) que o grau de h(z) médulo p é k —m.

Observagao 18.2. Seja b e Z tal que f(b) =0 mod p. Como F), ={0,1,...,p—1} é SCR médulo
p, entdo existe a € F), tal que a = bmod p. Assim, f(a) = 0 mod p. Nés queremos contar raizes,

entao podemos nos restringir a Fj,.

Teorema 18.6 (Lagrange). Sejam p € P e f(z) € Z[z]. Suponha que o grau de f(x) mddulo
p seja igual a k. Ent@o existem no méximo k raizes de f(z) mdédulo p em F,, contando a

multiplicidade.

Demonstragao. (Indugao em k) Se k = 1, f(z) = ajz + ap mod p, e como mdc(ay,p) = 1 essa
congruéncia tem exatamente uma solucdo, que ¢ a raiz de f(z) médulo p em Fj,. Assuma, por

hipotese de indugao, que o teorema é valido para todo polinémio de grau menor que £ moédulo

p-
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Se f(z) nao tem rafzes médulo p, terminamos. Suponha entdo que b € Fj, seja raiz de

multiplicidade m de f(x) mddulo p. Entao,
f(x)=(x-b)""h(x) modp

e o grau de h(z) médulo p é k—m. Segue da hipdtese de indugao que h(x) tem no maximo k-m
rafzes médulo p em F),. Logo, do Lema (18.1), temos que f(z) tem no maximo m+ (k-m) =k

raizes moédulo p em Fj,. O

Exemplo. Seja m = 16. O polinémio f(z) = 22 possui 4 raizes médulo 16 : 0,4, 8,12 € Fyo,

apesar de ter grau 2 moédulo 12.

Lema 18.7. Sejam peP e d e N. Se dlp - 1, entdo o polinémio % — 1 tem exatamente d raizes

modulo p em Fj,.

Demonstragio. Do Lema (18.3), P71 —1 = (2% ~1)-h(z) mod p e h(zx) tem grau p—1—-d médulo
p. Agora, 2P~! — 1 tem exatamente p — 1 raizes médulo p:1,2,...,p -1, pelo Lema de Euler. O

Lema (18.1) garante que essas raizes sio raizes de 29 — 1 ou de h(z).

Por outro lado, o Teorema de Lagrange garante que z¢ — 1 tem no méximo d raizes médulo
p e h(x) tem no méximo p—1-d raizes médulo p. Logo, z% -1 tem exatamente d rajzes médulo

p. O

Com essas novas ferramentas em maos, podemos realizar uma nova demonstracao do Teorema

de Wilson.
Teorema 18.8 (Wilson - revisitado). Seja p € P. Entao (p—1)! = -1 mod p.

Demonstracdo. Vimos que 2P =1 tem 1,2,...,p—1 como suas raizes. Aplicando o Lema (18.5)

repetidas vezes,
f(x)=aPt-1=(z-1)(z-2)(z-(p-1)) mod p.
Como —i =p -1 mod pVi € N, temos

fla)=a"~1=(z+(p-1)(z+(p-2))~(z+1) mod p

logo

f(0)=-1=(p-1)!' mod p.
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19 Raizes Primitivas

Sejam a,m € Z,m > 2 e mdc(a,m) = 1. Defina a ordem de a mddulo m como o menor t € N

tal que a’ = 1 mod m, denotada por ord,,(a) = t.

Observacao 19.1. Segue do Lema (15.3) que se a = bmod m entdo a’ = b* mod m, ¥t € N.
Assim, vamos considerar um SRR mddulo m no estudo da ordem médulo m. Em geral, vamos

considerar, como antes,
E(m)={aeN|1<a<m-1mdc(a,m)=1}.

Exemplo. Para m =15, temos E(15) = {1,2,4,7,8,11,13,14} e |[E(15)| = ¢(15) = 8. Note que

ordis(1) =1,
ordi5(2) =4,
ordi5(4) =2,
ordy5(7) =4,
ordy5(8) =4,

ord15(11) = 2,
ord15(13) = 4,
Ol"d15(14) =2.

Lema 19.1. Sejam a,m € Z,m > 2 e mdc(a,m) = 1. Entao
a® =1 mod m < ord,(a)|k.

Demonstracio. Se ord,,(a)|k, entdo k = ord,,(a) -t,t € Z e, dai, a* = (aordm(“))t = 1 mod m.

Reciprocamente, assuma a® =1 mod m e escreva k = ¢ -ord,,(a) + 7,0 < r < ord,,(a). Logo,
1=d"= (aord’"(a))q -a" =a” mod m.

Como r < ord,,(a), segue que r =0 e ord,,(a)|k. O

Corolario 19.1.1. Para todos a,m € Z,m > 2 e mdc(a,m) = 1, ord,,(a)|é(m).

Demonstragio. Pelo Lema de Euler, a®™) =1 mod m, logo ord,,(a)|¢(m) pelo Lema (19.1). [

Lema 19.2. Sejam a € Z,m,h,k e N;m >2 e mdc(a,m) = 1. Entao,

a® = a" mod m < k = h mod ord,, (a).
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Demonstragao. Assuma, sem perda de generalidade, k > h. Suponha k = h mod ord,,(a), i.e.,
ord,, (a)|k - h. Pelo Lema (19.1), a*" = 1 mod m, ou seja, A-m = a*" -1, de modo que \a"m =
a¥—a" e m|a® —a". Reciprocamente, assuma a* = a” mod m. Assim, a* —a" = a"(a*"-1) = m),
com k > h. Como mdc(a,m) = 1, entdao mdc(a®, m) = 1. Pelo Lema (3.3), m|a*¥" -1, ie

a*" =1 mod m. Pelo Lema (19.1), ord,,(a)|k — h. O

Lema 19.3. Seja k = ord,,(a). Entdo 1,a,d?,..., a*~1 sdo dois a dois incongruentes médulo m.

Demonstracdo. Vamos supor que existem ¢, h € N tais que 0 <t < h < k, e a* = a” mod m. Pelo

Lema (19.2), k|h —t, o que é absurdo pois 0 < h -t < k. O

Definigao. Sejam g,m € N;m >2 e mdc(g,m) = 1. Diremos que g é raiz primitiva mddulo m se

ordpm(g) = (m).

Exemplo. Para m = 11, temos ¢(11) = 10. Pelo coroldrio do Lema (19.1), a ordem de a médulo
m é um divisor positivo de ¢(m). Nesse caso, as possiveis ordens sao 1,2,5,10. Vamos considerar
E(11)={1,2,3,...,10}. Temos

n__|

ordii(n) ‘

1] 2]3]4
1 5

(5] 6 7]89]10
|10[5]5]5

|5]10][10][10]|5] 2

Exemplo. Para m =8, temos F(8) ={1,3,5,7} e ¢(8) = 4. Temos também
ordg(1) = 1,0rdg(3) = 2,0rds(5) = 2,0rds(7) = 2.
Logo, nao héa raiz primitiva médulo 8

Lema 19.4. Seja g € N uma raiz primitiva médulo m. Entao {l,g, . ,g¢(m)’1} é SRR modulo

m.

Demonstragdo. Como ord,,(g) = ¢(m), segue do Lema (19.3) que

]"g?" "gd)(m)_l

sao dois a dois incongruentes médulo m. Do Lema (16.11) segue o resultado, pois mdc(g,m) =

1. O
Exemplo. Para m =11, temos ¢(11) = 10 e vimos que 2 é raiz primitiva. Temos:
20=1,212222=4,23=8,24=5,2"=10,2029,2"=7,22=3,2 = 6.

Logo, {1,2,2%,23,24 2% 26 27 28 29} ¢ SRR médulo 11.
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Exemplo. Observe que 1 é raiz primitiva médulo 2 e 3 é raiz primitiva médulo 4. Vimos que

nao ha raiz primitiva médulo 8. Vamos analisar médulo 16. Temos
E(16) ={1,3,5,7,9,11,13,15} e ¢(16) =8.

Temos ordje(1) =1 e ordie(15) = 2 pois 15 = =1 mod 16. Os divisores positivos de 8 sao 1,2,4, 8,

de modo que temos:

n\\\

15}
ordig(n) ‘ ‘ ‘ 4

Logo, nao ha raiz primitiva moédulo 16.
Lema 19.5. Seja k€ N,k >3 e seja a € Z impar. Entao,
aLk =1 mod 2.
Demonstragdo. (Inducao em k) Seja k = 3. Pelo exemplo anterior, temos que
a®®12 = 42 = g2 = 1 mod 8
sempre que mdc(a,8) =1, i.e., quando a é impar. Suponha, por hipdtese de indugao, que
a®@/2 = 1 mod 2*.
Nossa hipétese é equivalente a
@ =1 mod 2¥
pois ¢(2F) = 2871, Note que

k-1 k-2 2
27 (a2

de modo que, por hipdtese de inducao,
A L WS ISP S L S
Portanto,
a? ! —1 =9k (A+ 2k_1A2) , pois k > 3.

Ou seja, a2 =1 mod 2%*1. Como 2+1 = #(281)/2, o resultado segue por inducéo. O

Corolédrio 19.5.1. Nio existem raizes primitivas médulo 2%, k > 3.
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Demonstracio. Seja a € N com mdc(a,2F) =1, i.e., a fmpar. Pelo Lema (19.5), temos
a¢(2k)/2 =1 mod 2F

e, pelo Lema (19.1), temos que ordy(a)|#(2¥)/2. Em particular, isso implica que ordyx(a) <
gZ)(2]’C ), de modo que nao ha raiz primitiva. Dos exemplos que vimos, h4 raizes primitivas apenas

médulo 2 e 22, ie., para k=1,2. ]

Lema 19.6. Sejam a,m € Z,m >2 e mdc(a,m) = 1. Entao, Vt € N,

ord,,(a)
mdc(t,ord,,(a))

ord,, (a') =
Demonstragdo. Denote ord,,(a) = k,ord,,(a') =1 e mde(t, k) = d. Veja que
(at)k/d = (ak)t/d =1 mod m.
Dai, do Lema (19.1), I|k/d (note que k/d,t/d € N). Por outro lado,
1= (ah)! = a" mod m,

logo k|tl (Lema (19.1)). Isto implica que k/d|lt/d. Pelo Lema (3.1), mdc(t/d,k/d) =1 e, pelo
Lema (3.3), k/d|l. Logo, I = k/d. O

Corolario 19.6.1. ord,,(a') = ord,,(a) < mdc(t,ord,,(a)) = 1.

Lema 19.7. Se g é raiz primitiva médulo m, entao existem ¢(¢p(m)) raizes primitivas incon-

gruentes médulo m.

Demonstragdo. Do Lema (19.4),

{1,9,...,g¢(m)_1}

¢ SRR médulo m. Como ord,,(g) = ¢(m), do Lema (19.6) temos

_dm)
mde(t, ¢(m))

Logo, ord,,(¢') = ¢(m) < mdc(t,¢(m)) = 1. Dentro do conjunto

ord,, (gt) =

{1,2,...,¢(m) -1}
dos expoentes, hé, por definigdo, ¢(¢(m)) coprimos com ¢(m), como querfamos mostrar. [
Observagao 19.2. Seja mdc(ab,m) =1 e assuma ord,,(a) = k e ord,,(b) = h. Entao
(ab)*" = (a®)"(¥")* = 1 mod m.

Do Lema (19.1), ord,, (ab)|kh.
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Lema 19.8. Sejam a,b,m € Z,m > 2 e mdc(ab,m) = 1. Se ord,,(a) = k,ord,,(b) = h e
mdc(k, h) = 1, entdo ord,,(ab) = kh.

Demonstragao. Seja ord,,(ab) =t. Da observagao acima, t|kh. Note que
b™* = (@)™ = (ab)™* = ((ab)!)* =1 mod m,
logo hltk (Lema (19.1)). Como mdc(h, k) =1, hlt. Similarmente,
a" = (M a = ((ab)')" = 1 mod m,

ou seja, klth. Como mdc(k,h) =1, k|t. Logo, novamente como mdc(k,h) = 1, entao hkl|t e, dai,
t = hk. O

Exemplo. Sejam = 13. Encontre os ordens dos elementos de F(13) = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

e indique as raizes primitivas.

Solugao. Temos ¢(13) = 12 e os divisores positivos de 12 sao 1,2,3,4,6 ¢ 12. Essas sao as
possiveis ordens; além disso, hd ¢(¢(13)) = ¢(12) = 4 raizes primitivas (se houver alguma).

Temos ord;3(1) =1 e como 12 = -1 mod 13, entao ord;3(12) = 2. Temos também
22=24;23=8:24=3:2926;20=212,2"=211;22=29;2° =5:210 = 10; 2" = 7;2'2 = 1 mod 13.

Também poderfamos ter usado o Lema de Euler para deduzir que 2'? = 1 mod 13. Assim, 2 é
raiz primitiva médulo 13. Note que bastava determinar que 2° # 1 mod 13 para garantir que 2

é raiz primitiva, mas fizemos todas as contas para utilizar o Lema (19.6).

12
22 = 4mod 13 di3(4) = ————— =6
mod 13 = ordi(4) = 57575y =6

12
2% =8 mod 13 = ord;3(8) = ————— =4
mod 13 = ordis(8) = o 25y =4
2* = 3 mod 13 = ord;3(3) = 12 3
- mdc(4,12)

2° = 6 mod 13 = ord3(6) = 12,

12
2 =12 mod 13 = ord;3(12) = 5 "2

27 =11 mod 13 = ord;3(11) = 12,

12
28 = 9 mod 13 = ord;3(9) = -3
o 12
2” =5mod 13 = ordy3(5) = 3 4,
12

219 = 10 mod 13 = ord;3(10) = 5 =6

2! = 7 mod 13 = ord;3(7) = 12.
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Note que
27=2%.21=8.3=11mod 13 e ord;3(8) =4 e ord3(3) = 3,

dai, como mdc(4,3) =1, temos que ord;3(11) =3-4 =12 pelo Lema (19.8). Por fim, concluimos

que 2,6,7,11 sdo as raizes primitivas moédulo 13.

Lema 19.9. Sejam a,m € N,m > 2, mdc(a,m) = 1 ¢ p € P. Se ord,,(a)[p® e ord,,(a) + p*!,

entao ord,,(a) = p®.

Demonstragao. Como ord,,(a) € N e ord,,(a)|p®, entao ord,,(a) =p",1 <r < a. Por outro lado,
ord,(a) + p*71, logo r # a— 1. Suponha que 7 < « — 1. Entdo existe t € N tal que a — 1 = r + .
Logo,
o— 7 T t
a :apH:(ap )p =1 mod m

o que é absurdo, pois implica ord,,(a)[p®!. Portanto, 7 = a e ord,,(a) = p®. O

Teorema 19.10. Seja p € P impar. Entao sempre existe uma raiz primitiva médulo p.

Demonstragdo. Escreva ¢(p) =p—1=¢7"--¢qn", com qi,...,q, primos distintos e o, ..., a, € N.
Defina
H’L(x) = xhi - 17
p-1 . L
com h; = ,i=1,...,n. Pelo Teorema de Lagrange, a congruéncia
qi

H;(z) =0mod m

tem no méaximo h; solugoes incongruentes médulo p em {1,2,...,p—1}. Como h; < p—1, entao

existe a; € {1,2,...,p—1} tal que

H;(a;) # 0 mod p,

isto é,
h;
a;” # 1 mod p.
Defina
p-1 :
Bi = qai egi_azﬁ7z:17 , 1.
%

Pelo Lema de Euler,
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logo

ordp(gi)lg;"

pelo Lema (19.1). Por outro lado,

q;’

g; = ai” # 1 mod p.

Do Lema (19.9), temos ord,,(g;) = ¢;",i=1,...,n. Até agora, determinamos g1, ..., g, tais que
ordy(gi) =¢i"i=1,...,n.

Defina g = g1--gn € t = ord,(m). J& vimos que 1 <t < ¢(p) =p—-1 e t|p—1 pelo coroldrio do
Lema (19.1). Suponha t < ¢(p) =p—1. Como tlp—-1 et <p-1 segue que existe i € {1,2,...,n}
tal que t|h; (Lema (8.3)). Sem perda de generalidade, assuma que t|hi. Logo,

hy _ h1 _

1= g™ = (g1g2)" = g}" gl = g mod p

pois ordy(gi) = ¢;" e ¢;"|h1 para i # 1. Por outro lado, também temos que ord,(g1) = ¢;'"|h1, 0

que é absurdo pois hy = qfl_lqgg---qf{" (Lema (8.2)). Logo,
ordp(g) =p—1=9(p),
ou seja, g é raiz primitiva médulo p. O

Note que a demonstragao acima nos da o seguinte algoritmo para encontrar uma raiz primi-

tiva médulo um primo impar.

(1) Fatore ¢(p) =p—-1=qi"qy™;

-1 .
(2) calcule h; = p e determine a; € {1,2,...,p— 1} tal que a?l #1lmodp,i=1,2,...,n;

qi

T 0T

-1 .
(3) calcule 3; = pa, egi=a’,i=1,2,....,n;
q;"
(4) calcule g = g1g2-gn-

Exemplo. Seja p =13 e use o algortimo para encontrar uma raiz primitiva médulo 13.

Solugdo. (1) ¢(13) =12=122.3;
12 6 4
(2) b= =6.hy=4,5° # 1mod 13 e 3' # 1 mod 13;
(3) Bi=3¢ Ba=4,logo g =5%=8mod 13 e g» = 3* = 3 mod 13;

(4) g=91-92=8-3=11mod 13, logo 11 é raiz primitiva médulo 13.
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Lema 19.11. Sejam p € P impar e d divisor positivo de p — 1. Entao hd exatamente ¢(d)
elementos de F(p) ={1,2,...,p—1} com ordem d médulo p.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, sabemos que existe raiz primitiva g € E(p) mddulo p.
Também sabemos pelo Lema (19.4) que {1,g,...,g¢(p)’1} é SRR médulo p. Pelo Lema de

Euler,
¢*1=1modp
e podemos reescrever esse SRR como
{g,gZ, e ,gp_2,gp_1} )
Como E(p) também é SRR mdédulo p, entao para todo a € E(p) existe t € E(p) tal que
a = g' mod p.

O Lema (19.6) nos diz que

p—-1
d =ord,(¢') = ————
ordy(a) = ordy(g') = B
logo
t p-1
ordy(¢') =d < mdce(t,p-1) = —
Defina
p-1
T, - {t ¢ E(p) | mde(t,p-1) = T}‘
d
Definimos Tp-1 na demonstragdo do Lema (16.16), onde mostramos que |Tp-1| = ¢(d), i.e.,
d d
existem exatamente ¢(d) elementos t em E(p) tais que ord,(g") = d. O

Observagao 19.3. Este resultado ressignifica o Lema (16.16), que diz que:

Z o(d) =n.

dn

Lema 19.12. Seja p € P. Existe g € N tal que ord,(g) =p—1e g™ =1 mod p*.

Demonstragdo. Pelo Lema (19.11), sabemos que em E(p) hd exatamente ¢(¢(p)) raizes pri-
mitivas. Seja h € E(p) tal que ord,(h) = ¢(p) = p—1 e suponha que h*~* = 1 mod p?. Como
mdc(h,p) = 1, entdo mdc(h +p,p) = 1, i.e., h+pe E(p?). Denote g = h + p e note que

YmeN,h"™ = ¢" = (h+p)™ mod p = ord,(g) = ord,(h) = ¢(p).
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Agora,
gL =(h+p)P L =nP 1 (p—1)phP~2 + Mp?

de modo que se

¢* 1 =1 mod p?,
entao

RP~L 4 (p—1)ph?~2 = 1 mod p*.
Como hP~! =1 mod p?, temos
(p—1)ph?™% = 0 mod p?,

ie.,

hP~2 = 0 mod p?.
Como mdc(h,p) = 1, isto é absurdo. Logo,

"' # 1 mod p*.

Lema 19.13. Seja p € P impar. Entao g € N tal que ord,(g) =p -1 e para todo ¢ > 2
gd)(pt_l) # 1 mod p'.
Demonstragao. (Indugao em t) Para t = 2, aplique o Lema (19.12). Suponha, entao,
g¢(pk71) # 1 mod k.
Por Euler,
g‘b(pk_l) =1 mod p*t.
Dali, segue que
g¢(pk_l) =1+np* ' e mde(n,p) =1.
Agora,

(g¢(pk71))p — (1 + npk_l)p =1+ npk + Mpk+1, k > 2.
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Note que
s(0") =" (p-1) =p-p"F(p-1) =p- o),
logo
g = (g‘z’(pk_l))p =1+ np® mod p**!.
Como mdc(n,p) = 1, segue que
g‘z’(pk) # 1 mod p"*!
e o resultado segue por inducao. O

Lema 19.14. Seja p € P impar. Entao existe g € N tal que ord,(g) = p—1 e g é raiz primitiva
médulo pt, Vi > 2.

Demonstragdo. Pelo Lema (19.13), existe g € N tal que ord,(g) =p-1e
g¢(pt71) # 1 mod p'.
Por outro lado,
g¢(pt) =1 mod p'
por Euler. Logo, ord,:(g)|¢(p") = p~'(p-1). Mas
ord 1 (9) _

g =1 mod p,

logo ord,(g)|ordy(g), i.e., p—1|ord,:(g). Assim, segue-se que ord,:(g) =p"(p-1),r<t-1. Se
r<t-2, entao
o) _ 201 _ (o -0\ ‘
g =g = (g ) =1 mod p’,
absurdo. Logo, r =t -1 e ord,(g) = ¢(p"), Vt > 2. O

Lema 19.15. Seja p € P impar. Entdo sempre existe raiz primitiva médulo 2pt, Vi > 1.

Demonstragdo. Seja g uma raiz primitiva médulo p', com g € E(p') (Lema (19.14)). Se g é par,

considere
g+p' € E(2p'), pois mde(g+p',2p) =1

e observe que g+p’ é impar e ord,(g+ ') = ordy(g) = #(p"). Assim, sem perda de generalidade,

podemos considerar g raiz primitiva fmpar médulo p', i.e., g € E(2p"). Observe que

gord2pt ¥) =1 mod 2pt,
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ou seja, orda,t (9)|¢(2p") = ¢(p'), por Euler e pelo Lema (19.1). Por outro lado, como 2pt| g d2rt (9)_

1, entdo p' também divide essa poténcia, i.e.,

g% %20t (9) = 1 mod pt,

logo ord,¢(g)|ordg,t(g). Como ord,(g) = ¢(p'), o resultado segue. O

Teorema 19.16. Existe raiz primitiva médulo m se, e somente se, m € {2,4,p%,2p*} ,p € P

impar e o € N.

Demonstragdao. Segue do coroldrio do Lema (19.5) e dos Lemas (19.14) e (19.15) que existe raiz
primitiva para todo m em {2,4, p%, 2p®}. Mostramos também, no mesmo coroldrio, que nao ha

raiz primitiva médulo m = 2¢,t > 3.
Assim, considere m ¢ {2,4,pa, 2p<, 2t} ,t > 3. Logo, m é composto, ou seja,
m=mjy-meg, com 2<my <ms<m e mdec(my,msy) = 1.

Seja I = mme(¢(mq), p(me)). Como my,ma > 3, segue que ¢(my) e ¢(msa) sao pares. Logo,

d =mdc(p(mq),d(m2)) > 2. Seja a € Z tal que mde(a, m) = 1. Entao,
alzlmodml ealzlmodmg
por Euler e, como mdc(mq,mg) =1, segue que
a' =1 mod m,

ou seja, ordy, (a)|l. Mas, dos Lemas (9.2) e (16.14) segue que

¢(m1)¢(mz) ¢(m) . ¢(m)
mde(¢(ma), ¢(m2))  mde(¢(ma),¢(me)) = 2

Assim, ord,,(a) <1 < ¢(m)/2,Va € Z tal que mdc(a,m) = 1, ou seja, ndo hé raiz primitiva

[ =mmc(p(m1), p(ms)) =

moédulo m. O

Observagao 19.4. Seja m € N,m > 2. Vimos que se g ¢é raiz primitiva mdédulo m, entao
{1,g, e ,g¢(m)_1} é SRR médulo m. Como g™ =1 modm (Euler), entao g?(M ¢ 1. Logo,
{g, @, ..., gd’(m)} é também SRR mddulo m. Isso nos diz que para todo inteiro a coprimo com

m existe um tnico t € {1,2,...,¢(m)} tal que a = g' mod m.
Isso motiva a seguinte definigao.

Definigao. Sejam ¢ raiz primitiva médulo m, e a € Z tal que mdc(a,m) = 1. O tnico t €

{1,2,...,¢(m)} tal que
a=g"' modm

é chamado de indice de a médulo m na base g, denotado por ¢ =indy(a).
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Exemplo. Seja p =17. Temos que 3 é raiz primitiva médulo 17. Assim, médulo 17, temos
3! =3 = ind3(3) = 1,
3% =9 — ind3(9) = 2,
33210 = ind3(10) = 3,
3% =13 — ind3(13) = 4,
3% =5 — ind3(5) = 5,
35 =15 — ind3(15) = 6,
37=11 = ind3(11) = 7,
3% =16 — ind3(16) = 8,
39 =14 — ind3(14) = 9,
310 =8 — ind3(8) = 10,
31 =7 — inds(7) = 11,
312 -4 — ind3(4) = 12,
313 =12 — ind3(12) = 13,
31 =2 — ind3(2) = 14,
3% = 6 — ind3(6) = 15,
316 =1 — ind3(1) = 16.
Lema 19.17. Sejam g raiz primitiva médulo m e a,b € Z tais que mdc(ab,m) = 1. Entao
a =bmod m < indy(a) = indy(b) mod ¢(m).
Demonstragdo. Sejam t =indg(a) e h =indg(b). Queremos mostrar que
gtzghmodm@tzhmodqb(m)
que é o resultado do Lema (19.2), ja que ord,,(g) = ¢(g). O

Lema 19.18. Sejam g raiz primitiva médulo m e a,b € Z tais que mdc(ab,m) = 1. Entao:
(i) indg(ab) = indg(a) +indy(b) mod ¢(m);
(ii) ind,(a*) = kind,(a) mod ¢(m), ¥k € N.

Demonstragdo. Sejam r =indg(a),s = indy(b) e t = indg(ab). Logo,

g'=ab=g"-¢° = ¢""* mod m.
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Da demonstragao do Lema (19.17), segue que ¢t = r + s mod ¢(m) e o item (i) estd provado.

Agora, seja u = indg(ak), de modo que

g“=a"=(g")" = g™ modm,

e segue de modo andlogo que u = rk mod ¢(m), provando (7). O

Lema 19.19. Seja m € N;m > 2, e suponha que exista raiz primitiva médulo m. Sejam a,k € N

k=

e suponha que mdc(a,m) = 1. Escreva d = mdc(k,¢(m)). Entdo a congruéncia z* = a mod m

tem solucao se, e sé se, a®(™/d = 1 mod m.

Demonstragdo. Seja g raiz primitiva médulo m. Segue do Lema (19.18) que a congruéncia
z¥ = a mod m tem solucio se, e s6 se, a congruéncia kind,(a) = ind,(a) mod ¢(m) tem solugao.
Por outro lado, essa congruéncia linear tem solucao se, e s6 se, d|indg(a), pelo Lema (16.2).

Observe também que pelo Lema (19.18), temos
¢(m)
d
¢(m)
d

a®m™d = 1 mod m <

indg(a) =indy(1) = 0 mod ¢(m)

—

indgy(a) = p(m)A
<~ indg(a) = A

<= d|indgy(a)

e o resultado segue. O

d

Corolario 19.19.1. z* = ¢ mod m tem solucéo se, e s6 se, ¢ = a mod m tem solucéo.

Demonstragao. Note que a condigao dada pelo lema (19.19)
a®™/4 = 1 mod m
é igual para ambas as equagoes. O

Lema 19.20. Sejam m € N,m > 2, e suponha que hé raiz primitiva médulo m. Sejam a,k € Z
com mde(a,m) =1 e d=mdc(k,¢(m)). Se ¥ = a mod m tem solucio, entao ela tem exatamente

d solugdes incongruentes.

Demonstracdo. Sabemos que z* =

a mod m tem solugao se, e s6 se, kindg(a) = indy(a) mod
¢(m) tem solugao. Do Lema (16.2), segue que se essa congruéncia linear tem solugao, entao ha

exatamente d solugoes incongruentes médulo m. O

Observagao 19.5. O indice médulo m na base g tem as mesmas propriedades da fungao loga-

ritmo, mas em um ambiente discreto de congruéncia moédulo m.
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Exemplo. Existe solucio para 13z%° = 8 mod 197

Solugao. Queremos aplicar o Lema (19.19), mas para isso precisamos mudar a forma da con-
gruéncia. Como mdc(13,19) = 1, existe solu¢ao tnica para 13z =1 mod 19 e, fazendo as contas,
temos z = 3. Assim, 132?° = 8 mod 19 é equivalente a z** = 5mod 19. Pelo Lema (19.19), hé

solucao se, e sO se
5¢09/4 = 1 mod 19, comd = mde(20,¢(19)) = 2,
ou seja, se e sb se
5% =1 mod 19,

que é verdade. Portanto, a congruéncia tem solucao e, pelo Lema (19.20), exatamente duas

solugoes.
Exemplo. Encontre as solucoes de 8y = 1 mod 17.

Solucdo. Vimos que 3 é raiz primitiva médulo 17, logo 8y% = 1 mod 17 tem solucéo se, e s6 se,

ind3(8) + 8ind3(y) = ind3(1) mod ¢(17) tem solucao. Temos entao
10+ 6z = 16 = 0 mod 16 <= 6z = 6 mod 16, que tem solucao.

Como mdc(6,16) = 2, ha duas solugdes: x1 =1 e zo =1+ 16/2 =9. Agora, inds(y) = 1 implica

y = e inds(y) =9 implica y = 14, que sdo as solugoes buscadas.
Exemplo. Existe solucio para 232 = 7 mod 197
Solugao. Aplicando o Lema (19.19), precisamos verificar se
7%= 1mod 19, poigh(19) = 18 3 = mde(33,18).
Isso de fato é verdade, e pelo Lema (19.20) ha 3 solugoes incongruentes. Vamos encontré-las.

Os divisores positivos de 18 sao: 1,2,3,6,9,18 (possiveis ordens). Fazendo as contas, temos
que 3 é raiz primitiva médulo 19, e também que 3% = 7. Assim, 233 = 7mod 19 tem solucdo
se, e 80 se, 33z = 6 mod 18 tem solugao, com z = indg(z). Como mdc(33,18) = 3 e 3|6, essa

congruéncia tem exatamente 3 solugoes incongruentes. Temos
3=18(2) +33(-1) = 6 =18(4) + 33(-2) = 29 = -2 = 16 mod 18 ¢ solugao.

As demais solugoes sao z3 = -2+ 18/3 =4 e z9 = -2+ (18/3)2 = 10. Assim, as trés solugoes que
buscamos sao

indz(z) = 16 x =17

inds(z)=4 =—=1{x=5

inds(x) =10 x =16
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Observagao 19.6. Vimos que 3 = mdc(33,18) e, pelo coroldrio do Lema (19.19),

233 = 7mod 19 tem solucdo < 2> = 7 mod 19 tem solucio.

Vimos também que a primeira congruéncia tem 5, 16 e 17 como solugoes incongruentes. Re-
petindo argumentos analogos ao exemplo acima, as solugoes da segunda congruéncia sao 4,6 e
9. Assim, apesar de ambas as congruéncias terem a mesma quantidade de solugoes, elas sao

distintas!

20 Residuos Quadraticos

Até o momento estudamos equacoes de congruéncia do tipo az® = bmod m, com k € N.

Agora, gostariamos de olhar mais de perto o caso quadrético: k = 2.

Definigao. Seja p primo fmpar e a € N tal que mdc(a,p) = 1. Dizemos que a é residuo quadrdtico

mddulo p se existir b e N tal que a = b* mod p.

Seja p primo impar. Como observamos anteriormente, basta buscar residuos quadraticos
em E(p), pois ele forma um SRR mddulo p (ver Lemas (15.3) e (16.9)). Denotando por Fg 0

conjunto dos residuos quadraticos médulo p, temos
Flf = {a2 laeE(p)}.

Exemplo. Seja p=11,FE(11) ={1,2,...,10}. Como

6=-57=-4,8=-3,9=-2,10=-1mod 11,
segue que

FE ={(za)* | a=1,2,3,4,5} = {1,3,4,5,9}
pois

(£1)%=1,(22)*=4,(£3)? =9, (£4)*> = 5,(+5)* = 3mod 11.
Observacgao 20.1. A ideia apresentada acima serd bastante usada, i.e.,
—a =p-amod p.

Lema 20.1 (Critério de Euler). Seja p primo impar e a € N com mdc(a,p) = 1. Entao a é

residuo quadratico médulo p se, e s6 se, a® D2 =1 mod p.

Demonstragao. Esse lema é consequéncia direta do Lema (19.19), pois a ser residuo quadratico
2 =

médulo p significa que 22 = @ mod p tem solucio, o que acontece se, e s6 se, a®P/? = 1 mod p.

Mas entao o resultado segue, pois ¢(p) =p—1e d=mdc(2,p—-1) =2. O
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Lema 20.2. Seja p primo impar. Entao —1 é residuo quadratico médulo p se, e s6 se, p = 1 mod 4.

Demonstracdo. Temos que —1 é residuo quadratico médulo p se, e sé se, (—1)(1"1)/2 = 1 mod p,
pelo Lema (20.1). Como p = 1 mod 4, entao 4|p — 1, de modo que (p—1)/2 é par e o resultado
segue. [

Nosso objetivo é determinar critérios, como vimos no Lema (20.2), para outros valores

de a. Observe que se o primo for muito grande, o critério de Euler nao serd facilmente aplicado.

Lema 20.3. Seja p primo impar. Entao existem b residuos quadraticos modulo p.

-1
Demonstracao. Queremos mostrar que ‘Fg ‘ = pT Como vimos, podemos considerar o SRR
moédulo p
p-1 (p-1
1,2,...,7,—(7),...,—2,—1
pois se a € {1,27 . ’%1}, entao

—a=p-amodp

+1
ep—ace€ {pT, e,p=3,p=-2,p- 1}. Além disso, temos que se b = a? mod p, entdo b = (-a)? mod
-1
p. Assim, basta considerar os elementos de {1, 2,..., pT} Sejam a, b elementos distintos nesse

conjunto, a < b. Entao, b*> —a? = (b—a)(b+a). Observe que

-1
1§b—a<p ,
2

3<b+a<p-1,

—1\2
logo b—a # 0mod p e b+a # 0 mod p, de modo que b? —a? # 0 mod p, i.e., 12,22,...,(1)7) sao

dois a dois incongruentes moédulo p e o resultado segue. O

Definigao (Simbolo de Legendre). Seja p primo impar e a € N com mdc(a,p) = 1. Defina

(a) B {1, se a é residuo quadratico médulo p

D —1, caso contrario.

Exemplo. Sejap=7e E(7)={1,2,3,4,5,6}. Temos:
12=1,22=24,32=22,42=2,5=4,62=1mod 7,

logo
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logo
F2=1{1,2,4}.
Lema 20.4. Seja p primo impar e a € N tal que mdc(a,p) = 1. Entao

aP=1/2 = (2) mod p.
p

Demonstracdo. Pelo Teorema de Lagrange, z2 = 1 mod p tem exatamente duas solucoes médulo

p, x=1e x=-1. Por outro lado, note que
( (p—l)/2)2 p-1_
a =aP’” =1modp

por Euler, ou seja, a® /2 = 11 mod p e o resultado segue do critério de Euler. O
Lema 20.5. Seja p primo impar e a,b € N tais que mdc(ab,p) = 1. Entao

(5)-C)-G)

p/ \p) \p)

Demonstragao. Pelo Lema (20.4), temos

(?b) = (ab) "D/ = (a) P2 () 0712 < (5) ' (g) modp-

Note que

(@) ()<

Como p é primo impar e p divide essa diferenca, entdao essa diferenca deve ser igual a 0, e o

resultado segue. O
Exemplo. Determine todos os residuos quadraticos médulo 31.

Solugao. Pelo Lema (20.3), sabemos que ‘Fng‘ =15. Como 31 = 3 mod 4, segue que

1
(3_1) = -1, pelo Lema (20.2).

Pelo Lema (20.5),

(5)=-(1)

Como 1,4,9,16,25 € E(31) sdo quadrados, segue que

()66
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Por outro lado, 16 = =15 mod 31, logo

()= Gr)--

e 0 mesmo ocorre para os outros quadrados:

()= (2)- () - (G2) -

Agora, 62 = 5 mod 31, logo (351) 1. Mas

= () () i) = i) =
=)= G) () = ()=
= (i) () (i) = i) =
(51)- () (G1)-

Como -5 = 26 mod 31, temos

(1)) ) = )=

Temos também -2 = 29,-3 =28, -11 = 20,-13 = 18, logo

)G 63
- 6)- ()
B G- )

2
mas -8 = 23 mod 31, logo (3—?) = —1. Também temos

) (31) (31) -
)-Gi)- (1) -
) (31)( ) ’
(
(5

Dali, temos

Como 7 = -24 mod 31, temos

= | = =
I
II II I

Nely

wlk—toolel}—too l\D
— =

()
N

Logo, F31 {1,2,4,5,7,8,9,10,14, 16,18, 19, 20, 25, 28}.

(G
(
(
(
(5

L)
31
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Esse exemplo ilustra a simetria entre a e —a e a relagao com residuos quadraticos. Segue

do Lema (20.2) que

(g):(__a)@pzlmodll,

p p
(—_a) = —(g) < p=3mod4.
p p

Definicao (Resto principal). Seja p primo impar. O conjunto

2
é SRR médulo p, pois Ya € {2%1, cop- 1} dbe {1,2, .. Tl} tal que
a=p-b=-bmod p.
Seja a € Z tal que mdc(a,p) = 1. Entao existe 7(a) € R, tnico tal que
a =7r(a) mod p,

que é chamado de resto principal de a mddulo p.
Exemplo. Seja p=19. Entao

Rig=1{-9,-8,...,-1,1,...,8,9}.
Vamos calcular alguns restos principais:

r(13) =13 = -6 mod 19 = r(13) = -6 € Ry,
r(8) =8 mod 19 = r(8) = 8 € Ry,
7(79) =3 mod 19 = r(79) = 3 € Ry9,

r(145) =12 = -7 mod 19 = r(145) = -7 € Ryo.

Lema 20.6 (Gauss). Seja p primo impar e a € Z tal que mdc(a,p) = 1. Defina o conjunto

-1
Saz{a,Qa,?)a,...,pQ -a}

e seja p o numero de restos principais negativos dos elementos de S,. Entao

()-cor

-1
p_} e denote por 7; =7(ja),j € S. Entao ri,re,...,7p-

-

2

Demonstragao. Seja S = {1,2,3, RN

sa0 os restos principais dos elementos de S,. Vamos mostrar que os r;s tém duas propriedades:
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(1) ri=rje=i=j

Nesse caso, r; = r; implica

ta=71;=r; = jamod p <= 1= jmodp

p-1
2

pois mdc(a,p) =1. Como 1 <i<j< ,entdo 0 < j—i<p e, como p|j—i, segue que j = i.

A volta é imediata.
(2) ry#-1;,Vi,jeS
Nesse caso, se r; = -1, entao
r; =40 = —ja = —r; mod p <= i = —j mod p
pois mdc(a,p) = 1. Mas 2 <i+ j < p, logo isso é absurdo.

De (1) e (2), temos que |r;| # |rj| se i # j. Por definicao, |r;| € S e como sao todos dois a dois

distintos, segue que

p-1
S ={lrhlrals-slrl} = {12, 222,

Logo

2 N
(-=1)* mod p.

-1 -1
a-2a-L = g = r1-rorp1 = (=1)H (p 5 )! mod p

E
;

Pelo Lema (20.4), segue que

(-1)* = (2) mod p.
p
Comop>3e-2<(-1)"- (%) <2, entao (-1)* = (%) O
3
Exemplo. Seja p = 37. Usando o Lema de Gauss, vamos calcular (§) O conjunto dos restos

principais médulo 37 é
Rar = {-18,-17,...,-1,1,...,17,18}.
Para usar o Lema de Gauss, determinamos S3:
S3=1{3,6,9,12,15,18,21,24,27,30,33,36,39,42,45,48,51,54} .
O conjunto dos restos principais é

B={3,6,9,12,15,18,-16,-13,-10,-7,-4,-1,2,5,8,11,14,17} .
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E importante notar que B c R37. Assim, podemos escrever
S3=PuUN ={3,6,9,12,15,18,39,42,45,48,51,54} u {21, 24,27, 30, 33,36} ,

com P o conjunto dos niimeros com restos principais positivos e N o conjunto dos niimeros com

restos principais negativos. Note que p = |N| =6, logo
3
— | = _1 H :1
(37) -0
e 3 é residuo quadratico médulo 37.
Lema 20.7. Seja p primo impar. Entao
2
(—):1<:>p5:l:1m0d8.
p
Demonstracdo. Vamos usar o Lema de Gauss. Seja
p-1
S9={2,4,6,...,p-5,p-3,p—-1},|5| = —
Escreva
So=PU N,

com P e N os conjuntos dos elementos de Sy com restos principais positivos e negativos, res-

pectivamente. Note que
-1 +1
Pc{1,2,...,pT} e Nc{pT,...,p—Q,p—l},

consequéncia da definigdo de resto principal. Para determinar p = |N|, temos de entender se

-1
pT pertence a P ou nao.

N P
(i) L= par

Nesse caso, temos

p-1

ePc Sz,
logo
p—1
Pl= 2= =)

Por Gauss, segue que

2 -1
(—)zl@p é par < p=1mod 8.
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(i) 2

Nesse caso, temos

impar

-1 -3
L i e Pc Sy,
2 2
logo
p-3 p+1
|P| = ——,IN|=——.
4 4

Por Gauss, segue que

21 Observacao Geral

-1\ (2
Seja p primo fmpar. Até agora, sabemos calcular (—), (—) (ver Lemas (20.2) e (20.7)). Note
p p
que se a € Z,a < 0 com mdc(a,p) = 1, podemos escrever a = —b,b € N. Pelo Lema (20.5), temos

(5)-G)G)

Logo, se sabemos calcular (é) com b € N e mdc(b,p) = 1, sabemos calcular (
p

a

)Va € Z com
p

mdc(a,p) = 1.
Entao suponha que a € N com mdc(a,p) =1 e escreva
a =250 -q/fl---qff", ;e Nu{0},0<j<neq,...,q, primos impares distintos.
Pelo Lema (20.5),
(©)-EIE-5)
p/ \p/\p p )
Note que
qu
(—) =1¥m e N, pois (¢™)? = ¢*™ mod p,

p

ou seja, ¢ é sempre residuo quadréatico médulo p. Logo

2 €0 €1 n €n .
(2):(_) (ﬂ) ...(‘J_) ve;€{0,1} ;=B mod2e 0<j<n.
p p p p
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2
Nés ja sabemos calcular (—) pelo Lema (20.7). Precisamos entao aprender a calcular (g), com
p

p e q primos impares distintos.

Esse objetivo é alcancado com a Lei da Reciprocidade Quadrdtica de Gauss. Mas antes de
apresentar esse bonito teorema, precisamos de outros resultados preliminares e uma variacao do

Lema de Gauss.

Exemplo. Seja p=19. Se queremos calcular

(151200)
19 )

basta notar que 151200 = 2°-33-52.7 e, daf,
(758) = (o)) (35) (5 - () i) i)
19 ) \19/\19/\19/\19) \19/\19/\19/°
Como 42=2-3-7, temos
(151200) _ (42)
19 ) \19)

Definicao (Fungao maior inteiro). Seja x € R. Defina [x] como o maior inteiro menor ou igual

a x.
Exemplo. [2]=2,[3,021] =3,[-5,1] =-6,[0,98] = 0.
Observacgao 21.1. Com essa notagao, podemos escrever o Teorema de Euclides como
a:p[g]+r,0£r<p.
p
p—-1

2

<r-p<-1,ie., r(a) =r—p. Assim, fica mais evidente

Seja mdc(a,p) = 1, p primo impar. Se 0 < r < , entao r(a) = r, o resto principal de a médulo

+1
<r<p-1, entao _p+p

-1 +1
que se 1 € {1,2,...,%} entao r(a) = r > 0, enquanto que se r € {pT,...,p—Q,p—l} entao

» Sep+1

r(a)=r-p<D0.
Lema 21.1 (Gauss II). Sejam p primo impar e a inteiro impar tal que mdc(a,p) = 1. Seja
M = [2]+[2_“]+...+[M]_
p p 2p
Entdo (9) - (DM,
p

-1 -1
Demonstragao. Considere S = {1,2, ceey pT} ,Sq = {a, 2a,. .., %} Para todo j € S, te-

mos

ja:p-[‘ﬂ]+Rj,0<Rj <p-1.
p
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Nao podemos ter R; = 0 pois mdc(a,p) = mdc(j,p) = 1. Escreva R = {Rl,Rg, ...7Rp71}, 0

2
conjunto dos restos, e escreva R = AU B (uniao disjunta) com

-1
Az{RjER|1§RjSp2 }2{81,82,...,85},
+1
B:{RjER|pTSRj Sp—l}z{nl,ng,...,nﬂ},
-1
de modo que § + p = pT Seja r; = r(ja) o resto principal de ja € S, médulo p. Pela observacao

acima, temos que A é o conjunto de restos principais positivos e N = {ni -p,...,n, -p} é o

conjunto de restos principais negativos, com n; € B.

Na demonstracao do Lema de Gauss, mostramos que

p-1
=41,2,...,—} = _
s={t2 B =ikl e},

2
. . p+1

de modo que S = {s1,...,85,p—n1,p—"na,...,p—n,} pois |n;—p| = p—n; ja que <nj<p-1.
Logo,

p=1 p=1

2 2

i= ) |ri|=si+-+ss+up—(ng+---+ny).
i=1 =l

Por outro lado, temos

K
-
S
]
=
S
]
-

g
-~
IS
I
=
10
| p—|
|8
| S—
+
.
L

de modo que

K
i

i=pM+(s1+--+85)+(ni+---+ny).

S]
INgl

<
I
—_

Segue que

p2

8_1(a—1):p(M—,u)+2(n1+~--+nu).

Como p é primo impar e a é impar, o lado esquerdo da igualdade é par. Assim, devemos ter

M — p par, ou seja, M e i de mesma paridade. Dai, segue do Lema de Gauss que

(D" =1y = (8),

Exemplo. Calcule (%) usando o Lema de Gauss II.
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-1
Solugao. Como b =18, temos de calcular

18 o
M=3 [3_9] .
L3
Note que para todo j <12, essa parte inteira é nula. Logo,
18 ;
M=y [3_3]
j=13L37
3J - .
Por outro lado, note que se 37 > 2 entao j > 25. Como 13 < j <18, segue que

M=1+1+1+1+1+1=6

e, dai,

como ja esperavamos.

Teorema 21.2 (Lei da Reciprocidade Quadrética - LRQ). Sejam p, ¢ primos impares distintos.

(Ble)-co

Demonstragao. Considere o retangulo ABC'D com vértices em (0,0), (0,p/2), (0,q/2), (p/2,q/2).

q (E,E)
2 2’2

Entao

p
{—t} pontos com coordenadas inteiras
q

T

o

=

-—
—
/,.___,\\
E=T e

S

——
~—

i S SV N T —
AN e

|
|
e e =
P |
|
|
I
|i§fij:| I pts com coord. inteiras

|

D B T S At R ——
|
|
|

1l P11 L ——
|
|
|

]
—_t—
DN ———
el
| —
"3
L
| I
"
|
—
b
e
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A equagao da reta por (0,0),(p/2,q/2) é y = x(q/p). Como p/2,q/2 ¢ Z, os pontos interiores

ao retangulo com coordenadas inteiras sao aqueles no produto cartesiano

1 1
Z:{1,2,...,Z)—}><{1,2,...7p—},
2 2

de modo que

p-1 ¢g-1
21= 5= 1
2 2

Uma observagao importante é que nenhum ponto de Z estd sobre a reta y = x(q/p). Queremos

contar a quantidade de pontos de Z de uma maneira diferente e aplicar o Lema de Gauss II.

Considerando a regiao entre a reta vertical xg = k e abaixo da reta y = x(q/p), sabemos que

h& [Q . k] pontos com coordenadas inteiras. Logo, no interior de AABC ha
p

p-1
2 Zq
u-[e
=1 LD
pontos com coordenadas inteiras. Analogamente, considerando a reta horizontal yg = ¢, vemos

que ha exatamente

i=1

pontos com coordenadas inteiras no triangulo d ADC'. Logo,

1 ¢-1
M0+M1:|Z|:pT-qT

e, do Lema de Gauss II, segue que

de modo que

Lema 21.3. Seja p primo impar, p > 5. Entao

(i)zlc»pzilmodll
37

Demonstragdo. Vamos dividir em casos.
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(i) p=1mod 3 Nesse caso, (g) =1. Pela LRQ,

- = -

Logo,

(§)=1<=>p51m0d4=p51m0d12p0isp51m0d3.
p

(ii) p=-1mod 3 Nesse caso, (g) = -1. Pela LRQ),

-7 =)

Logo,

3
(—):1@p5—1m0d4:>p5—1m0d12 pois p = -1 mod 3.
p

Exemplo. A congruéncia z? = 56 mod 547 tem solucio?

Solugao. Temos que 547 é primo e 56 = 23 - 7, logo

(52)- o)) - () )

2
Como 547 # 1 mod 8, segue do Lema (20.7) que (E) = -1. Pela LRQ),

G- o

4
Como 547 = 1 mod 7, entao (5—77) =1, logo (5777) =-1le (%) =1. Logo, a congruéncia tem

solucao.
Exemplo. A congruéncia 3z2 = 466 mod 467 tem solucao?

Solucdo. Precisamos primeiro reescrever a congruéncia no formato z? = b mod 467 para aplicar
a teoria. O primeiro passo é resolver 3z = 1 mod 467, obtemos z = 156. Como 466 = —1 mod 467,

entdo 32 = 466 mod 467 é equivalente a x? = —156 mod 467. Determinar se esta congruéncia

6
). Note que 156 =3-4-13, logo
467

-156 -1\( 3 \(13 oA
(—) = (—) (—) (—), pois 4 é quadrado.
467 467/\467/)\467

Pelos Lemas (20.2) e (21.3), 467 # 1 mod 4 e 467 = 1 mod 12, logo

(or) )

tem solucao é equivalente a determinar (
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Pela LRQ,

ou seja,

(i)~ ()

Note que 467 = -1 mod 13 e 13 =1 mod 4, logo

(5)- )

Dali, segue que

(:E@)ﬁ{ii)__l
467 ) \467) 7

e a congruéncia nao tem solucao.
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