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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

O teorema

Se T é um operador linear em um espaco vetorial complexo de
dimens3o finita V' e pr é o polindbmio caracteristico de 7', ent3o

pr(T) = 0.
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Background
Te na Fundamental dos Polinémios Simé
A densidade das diagonali

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

O teorema

Enunciado
Se T é um operador linear em um espaco vetorial complexo de
dimens3o finita V' e pr é o polindbmio caracteristico de 7', ent3o

pr(T) = 0.

Enunciado alternativo

Sejam 1" um operador linear em um espaco vetorial de dimensdo
finita V' e pr o polindmio caracteristico de T'. Se fr é o polinémio
minimal de T, entdo fr|pr.
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Um pouco de histéria

@ Provado por Hamilton para quatérnios em 1853;
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Um pouco de histéria

@ Provado por Hamilton para quatérnios em 1853;

@ Aparece em um memoir de Cayley que introduziu algebra
matricial (1858);
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Um pouco de histéria

@ Provado por Hamilton para quatérnios em 1853;

@ Aparece em um memoir de Cayley que introduziu algebra
matricial (1858);

@ Provado para n = 2 e “verificado” para n = 3:
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Prova do T

Um pouco de histéria

@ Provado por Hamilton para quatérnios em 1853;

@ Aparece em um memoir de Cayley que introduziu algebra
matricial (1858);

@ Provado para n = 2 e “verificado” para n = 3:

‘I have not thought it necessary to undertake the labour of a
formal proof of the theorem in the general case of a matrix of
any degree.’
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Background
~ - . Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton :i}:m:h ,T‘, o° mie cos
€ dc dla

Prova do T

Um pouco de histéria

@ Provado por Hamilton para quatérnios em 1853;

@ Aparece em um memoir de Cayley que introduziu algebra
matricial (1858);

@ Provado para n = 2 e “verificado” para n = 3:
‘I have not thought it necessary to undertake the labour of a
formal proof of the theorem in the general case of a matrix of

any degree.’
o Caso geral demonstrado pela primeira vez em 1878, por

Frobenius
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a Fundamental dos Polinémios Simétricos

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton as diagonali
as diagonalizav

Polinomios simétricos

Definicao

Um polindmio em n varidveis P = P(z1,...,x,) é simétrico se,
dada qualquer permutacio 7 dos indices, P( @ e o 0 o)) = 2
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ound
a Fundamental dos Polinémios Simétricos

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Polinomios simétricos

Um polindmio em n varidveis P = P(z1,...,xy,) é simétrico se,
dada qualquer permutacdo 7 dos indices, P(z,(1),---,%r(n)) = P

Exemplo
Os polindmios
k k
Pr=2] + - +x,
sdo simétricos para 1 < k < n. Eles também sdo homogéneos, i.e.,
todos os termos ndo nulos tém mesmo grau.
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Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Polinémios Simétricos Elementares (PSE)

Definicao
Os n polindmios simétricos elementares, o1, ..., 0, nas varidveis
T1,...,Ty, sdo definidos como:

o1 = Zwl
A
o9 = Z%i.ﬁj

i<j

03 — Z LiZjTE

1<j<k

Op = X1X " Tp.
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Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema (Vieta)

Sejam p(z) ménico de grau n com raizes aq,...,Q, € 01,...,0p
os PSE nos «;. Ent3o

p(z) — = 0’12"71 + 0'22"*2 — oot (_1)710”.
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Background
Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das gonalizaveis

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema (Vieta)

Sejam p(z) ménico de grau n com raizes aq,...,Q, € 01,...,0p
os PSE nos «;. Ent3o

p(z) — = 0’1an1 + 0'22"*2 — oot (_1)710_”.

Exemplo

Seja T € gl(n,C) com autovalores \q,..., \,. Por Vieta,

det(\ —T) = pr(A) = A" + ) _(=1)FopA" ",
k=1

sendo o), os PSE nos autovalores de T'.
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némios Simétricos

eis

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema (Fundamental dos Polindmios Simétricos)

Qualquer polinémio simétrico em n variaveis x1, ..., x, pode ser
escrito de forma tinica como um polindmio dos PSE nas variaveis.

Caio Tomas de Paula PETMAT Seminérios - 2020/2



B
Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade dia liz

Prova do T

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema (Fundamental dos Polindmios Simétricos)

Qualquer polinémio simétrico em n variaveis x1, ..., x, pode ser
escrito de forma tinica como um polindmio dos PSE nas variaveis.

Exemplo

O polinémio p = (z1 — x2)? fica inalterado se trocarmos x; com
T2, logo é simétrico; o TFPS garante entdo que p pode ser escrito
em termos de 01 = 11 + X2 € 09 = T2 €, de fato, pode:

p= (71— x2)? = (21 + 12)% — 4z122 = 07 — 400>.
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a Fundamental dos Polinémios Simétricos

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton as diagonali
as diagonalizav

Teorema (Cayley-Hamilton)

Se T' é um operador linear em um espaco vetorial complexo de
dimensao finita V' e pr é o polindmio caracteristico de 7', entdo
pT(T) =0.
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema (Cayley-Hamilton)

Se T' é um operador linear em um espaco vetorial complexo de
dimensao finita V' e pr é o polindmio caracteristico de 7', entdo
pT(T) =0.

Cuidado!

0 =det(A— A) =det(Al — A) = p(A)
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Teorema (Cayley-Hamilton)

Se T' é um operador linear em um espaco vetorial complexo de
dimensao finita V' e pr é o polindmio caracteristico de 7', entdo
pT(T) =0.

Cuidado!

0 =det(A— A) =det(Al — A) = p(A)
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Teorema (Cayley-Hamilton)

Se T' é um operador linear em um espaco vetorial complexo de
dimensao finita V' e pr é o polindmio caracteristico de 7', entdo
pT(T) =0.

Cuidado!

0 =det(A— A) =det(Al — A) = p(A)
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a Fundamental dos Polinémios Simétricos
as diagonalizav

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Teorema (Cayley-Hamilton)

Se T' é um operador linear em um espaco vetorial complexo de
dimensao finita V' e pr é o polindmio caracteristico de 7', entdo
pT(T) =0.

Cuidado!

0 =det(A— A) =det(Al — A) = p(A)
Nao é demonstracao!

escalar # matriz
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Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Observacido

Note que se T' = diag()\;), 1 < i < n, entdo o teorema se verifica
imediatamente:

pT()q) 0 0
0 A 0
pT(T) _ pT(: 2) . _o.
0 0 pT()\n)
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Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Observacido

Note que se T' = diag()\;), 1 < i < n, entdo o teorema se verifica
imediatamente:

pr(A1) 0 0
0 pT()\Q) 0
pr(T) = . . _ =0.
0
0 0 pT()\n)
Além disso,

det(\ — U™'TU) = det (U~' (A = T)U) = det(AI - T).
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Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Observacido

Note que se T' = diag()\;), 1 < i < n, entdo o teorema se verifica
imediatamente:

pT(Al) 0 ... 0
0 pT()\Q) .. 0
pr(T) = . . _ = 0.
0
0 0 pT()\n)
Além disso,

det(\ — U™'TU) = det (U~' (A = T)U) = det(AI - T).

Logo, o teorema se verifica para 1" diagonalizavel.
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Background
Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Observacido

Note que se T' = diag()\;), 1 < i < n, entdo o teorema se verifica
imediatamente:

pT(Al) 0 ... 0
0 pT()\Q) .. 0
pr(T) = . . _ = 0.
0
0 0 pT()\n)
Além disso,

det(\ — U™'TU) = det (U~' (A = T)U) = det(AI - T).

Logo, o teorema se verifica para T' diagonalizavel. Nem todo
operador é diagonalizavel... mas eles sdo densos!
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Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis
a do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

As invertiveis sao densas!

O conjunto Z das matrizes invertiveis de gl(n, C) é denso.
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Demonst

Considere
J ={T €gl(n,C) :detT # 0} C Z,

e identifique gl(n, C) com C".

Caio Tomas de Paula PETMAT Seminérios - 2020/2



> na Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis
Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Demonstrac3o.

Considere
J ={T €gl(n,C) :detT # 0} C Z,

e identifique gl(n, C) com C". Sendo assim, como det T é um
polinbmio nas entradas de T', segue que J é o conjunto de pontos
T de C™ nos quais det T # 0.
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Background

Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Demonstrac3o.

Considere
J ={T €gl(n,C) :detT # 0} C Z,

e identifique gl(n, C) com C". Sendo assim, como det T é um
polinbmio nas entradas de T', segue que J é o conjunto de pontos
T de C™ nos quais det T" £ 0. Supondo que det se anulasse em
alguma vizinhanga de 7', entdo a expansido em série de Taylor

ol det (z = T)*
det_z sy

de det em torno de 7' nos daria det = 0, absurdo. Por fim, J é
aberto pois, intuitivamente, seu complementar é uma superficie
algébrica.
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Background

Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Demonstrac3o.

Considere
J ={T €gl(n,C) :detT # 0} C Z,

e identifique gl(n, C) com C". Sendo assim, como det T é um
polinbmio nas entradas de T', segue que J é o conjunto de pontos
T de C™ nos quais det T" £ 0. Supondo que det se anulasse em
alguma vizinhanga de 7', entdo a expansido em série de Taylor

ol det (z = T)*
det_z sy

de det em torno de 7' nos daria det = 0, absurdo. Por fim, J é
aberto pois, intuitivamente, seu complementar é uma superficie
algébrica. Logo, Z é denso. [
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T Fundamental dc Smios Simétricos
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Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

E as diagonalizaveis também!

O conjunto D das matrizes diagonalizaveis de gl(n, C) é denso.
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Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Considere
U= {T S gI(n,C) N F )\j} c D.
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Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis
Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Demonstracao.

Considere
U= {T S gI(n,C) N F )\j} c D.

Note que
AT = | I ()\i_)\j) :f()\l,...,)\n),
i)

com f simétrica.
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Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Demonstracao.

Considere
U= {T S gI(n,C) N F )\j} c D.

Note que
Ar =TT i =X) = (A1, M),
i)
com f simétrica. Logo, Ap = g(o1,...,04,), € segue que g é um
polinémio nos coeficientes de pr, i.e., um polindmio nas entradas
de T
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Background

Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Demonstracao.

Considere
U= {T S gI(n,C) N F )\j} c D.

Note que
Ar =TT i =X) = (A1, M),
i)
com f simétrica. Logo, Ap = g(o1,...,04,), € segue que g é um
polinémio nos coeficientes de pr, i.e., um polindmio nas entradas
de T'. Usando o mesmo argumento acima com a expansdo em série

de Taylor
3"“'9 (= —p)*
= Z 8zk Kyl k!

de g, temos o resultado. [

v
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Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Finalmente, Cayley-Hamilton

Demonstracao.

Ja temos todo o necessario:
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Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Finalmente, Cayley-Hamilton

Demonstracao.

Ja temos todo o necessario:

© pr é continuo em T, pois as entradas de pr(7') sdo
polinbmios nas entradas de T
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton . o P
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Prova do TFPS

Finalmente, Cayley-Hamilton

Demonstracao.
Ja temos todo o necessario:

© pr é continuo em T, pois as entradas de pr(7') sdo
polinbmios nas entradas de T

@ pela continuidade, para verificar p7(7T") = 0 basta verificarmos
para as diagonalizaveis;
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

> na Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis

Prova do TFPS

Finalmente, Cayley-Hamilton

Demonstracao.
Ja temos todo o necessario:

© pr é continuo em T, pois as entradas de pr(7') sdo
polinbmios nas entradas de T

@ pela continuidade, para verificar p7(7T") = 0 basta verificarmos
para as diagonalizaveis;

@ feito!
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ound

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

na Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade das diagonalizaveis
Prova do TFPS

Finalmente, Cayley-Hamilton

Demonstracao.

Ja temos todo o necessario:

© pr é continuo em T, pois as entradas de pr(7') sdo
polinbmios nas entradas de T

@ pela continuidade, para verificar p7(7T") = 0 basta verificarmos
para as diagonalizaveis;

@ feito!

E interessante observar que como o teorema vale em gl(n,C), ele
também vale em gl(n,R) e gl(n, Q). O

v
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton e o8
o A densidade c agona is

Prova do TFPS

Lema da Dispersao

Definicao

Dado um mondmio x4 - - - xin, sua dispersio é i3 + - - - + i2.
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Te a Fundamental dos Polindmios Simétricos

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

A densidade das diagonalizave

Prova do TFPS

Lema da Dispersao

Definicdo

Dado um mondmio x4 - - - xin, sua dispersio é i3 + - - - + i2.

Lema (Dispersao)

Dados i1, ...,1, com i1 > iy > --- > i,, 0s termos de
i1 —12 _12—13 i : ~ £ x 11 .12 i
o] oy ---o;» com dispersdo maxima sao ;' xy - - - ;" € seus

conjugados.

\
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~ - . rema Fundamental dos Polinémios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A d Iade d
- - A densidade da

Prova do TFPS

Demonstracao do Lema

Identificamos o monémio 7' - - - " com uma sequéncia de pilhas

de alturas ji,...,j, de blocos idénticos.
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A dens
A densid:

Prova do TFPS

Demonstracao do Lema

Identificamos o monémio 7' - - - " com uma sequéncia de pilhas

de alturas ji,...,j, de blocos idénticos.

X1 €2 €3 T4 €5

O monémio rizer3Tsms
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~ - . ental dos Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton N o° mie cos
o A densidade das dia

Prova do TFPS

Demonstracao do Lema

Identificamos o monémio 7' - - - " com uma sequéncia de pilhas

de alturas ji,...,j, de blocos idénticos.

X1 €2 €3 T4 €5

O monémio rizer3Tsms

Tomando blocos de massa unitaria, a altura do centro de
gravidade é dada pela soma das alturas de cada bloco dividida pela
quantidade de blocos.
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A dens
A densidz

Prova do TFPS

Demonstracao do Lema

Supondo que o primeiro bloco de cada pilha esta a altura 1 e cada
bloco tem altura unitéria, entdo a pilha de altura j; contribui

. (g1 +1
1+2+...+J1:J1<ﬂz>

para a soma.
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~ - . émios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton mie cos

Demonstracao do Lema

Supondo que o primeiro bloco de cada pilha esta a altura 1 e cada
bloco tem altura unitéria, entdo a pilha de altura j; contribui

. (71 + 1
1+2+"'+J1=]1(]12)

para a soma. A altura y do centro de gravidade é

1 (i +1) jn(jn+1)>

_d( 2 Tt 2

— (Bt ARG ) = (s 4 )
2d 1 n 2d ’
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~ - . émios Simétricc
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton <

Demonstracao do Lema

Supondo que o primeiro bloco de cada pilha esta a altura 1 e cada
bloco tem altura unitéria, entdo a pilha de altura j; contribui

J1(j1 +1)

1424 4j; = 5

para a soma. A altura y do centro de gravidade é

1 (i +1) jn(jn+1)>
_d( 2 Tt 2

1
2d(‘71+ A gttt dn) 2d(s—|—d)

sendo d a quantidade de blocos, i.e., o grau do mondmio, e s sua
dispersdo.
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~ - . émios Simétricc
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton <

Demonstracao do Lema

Supondo que o primeiro bloco de cada pilha esta a altura 1 e cada
bloco tem altura unitéria, entdo a pilha de altura j; contribui

J1(j1 +1)

1424 4j; = 5

para a soma. A altura y do centro de gravidade é

1 (i +1) jn(jn+1)>
_d( 2 Tt 2

1
2d(‘71+ A gttt dn) 2d(s—|—d)

sendo d a quantidade de blocos, i.e., o grau do mondmio, e s sua
dispersdo. Logo, s = 2dy — d e, como d é fixo, s é fungdo linear
crescente de y.
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A dens mie cos
A densid:

Prova do TFPS

Demonstracao do Lema

@ Note que todos os termos de

11— _12—1is ]
0.11 20.22 3... 0-,7;{1,

podem ser obtidos de z - - - 2i» movendo blocos
horizontalmente (e soltando-os no topo da pilha abaixo se

necessario).
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A dens
A densid:

Prova do TFPS

Demonstracao do Lema

@ Note que todos os termos de

11— _12—1is ]
0.11 20.22 3... 0-,7;{1,

podem ser obtidos de z - - - 2i» movendo blocos
horizontalmente (e soltando-os no topo da pilha abaixo se

necessario).
e Os conjugados de ' - - - 2" s30 os termos para os quais cada
camada de blocos repousa completamente sobre a camada

inferior antes que os blocos sejam soltos.
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~ - . ental dos Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton N o° mie cos
o A densidade das dia

Prova do TFPS

Demonstracao do Lema

@ Note que todos os termos de

11— _12—1is ]
0.11 20.22 3... 0-,7;{1,

podem ser obtidos de z - - - 2i» movendo blocos
horizontalmente (e soltando-os no topo da pilha abaixo se

necessario).

e Os conjugados de ' - - - 2" s30 os termos para os quais cada
camada de blocos repousa completamente sobre a camada

inferior antes que os blocos sejam soltos.

@ Portanto, os blocos cairdo justamente para os termos que ndo
sdo conjugados de x7' - - - xln.
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~ - . Fundamental dos Polinémios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton ame o° mie cos
o A densidade das di

Prova do TFPS

Demonstracao do Lema

rir3rdzy rirdrsas
Ty T2 X3 T4 s r1 X2 X3 T4 Ts

Mondmios conjugados (centro de gravidade a mesma altura)
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Teorema Fundamental dos Polinémios Simétricos
A densidade da

Prova do TFPS

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

Demonstracao do Lema

x:%:rgxy,xixg x?xgxgm?lxg
[ ] Lo
[ ] Lo
[ ST
I B o
I [ [ ]
1 T2 XT3 T4 T r1 T2 I3 T4 I5

Mondmio com centro de gravidade mais baixo
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ental dos Polinémios Simétricos

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A densidade das dia

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

@ Seja f o polindmio simétrico a ser representado. O conjunto
dos termos de f com um dado grau é também um polindmio
simétrico, e se pudermos representar cada um deles como um
polinbmio nos ¢;, podemos representar f.
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~ - . e Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A densidade mie cos
A densidade

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

@ Seja f o polindmio simétrico a ser representado. O conjunto
dos termos de f com um dado grau é também um polindmio
simétrico, e se pudermos representar cada um deles como um
polinbmio nos ¢;, podemos representar f.

@ Logo, podemos assumir s.p.g. que f é homogéneo.
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~ - . e Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A densidade mie cos
A densidade

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

@ Seja f o polindmio simétrico a ser representado. O conjunto
dos termos de f com um dado grau é também um polindmio
simétrico, e se pudermos representar cada um deles como um
polinbmio nos ¢;, podemos representar f.

@ Logo, podemos assumir s.p.g. que f é homogéneo.

@ Escolha qualquer termo de f com dispersdo maxima s1, e
considere ele e seus conjugados.
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~ - . Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A densidade mie cos
A densidade

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

@ Seja f o polindmio simétrico a ser representado. O conjunto
dos termos de f com um dado grau é também um polindmio
simétrico, e se pudermos representar cada um deles como um
polinbmio nos ¢;, podemos representar f.

@ Logo, podemos assumir s.p.g. que f é homogéneo.

@ Escolha qualquer termo de f com dispersdo maxima s1, e
considere ele e seus conjugados.

@ Forme o produto de funcdes simétricas elementares g, que
tem esses termos como seus termos de dispersdo maxima: se
os termos de f tém coeficiente c; e expoentes
11 > 19 > -+ > 1, €ntdo

_ Jh1i—i2 i2—i3 | _in
g1 =01 “*0oy o,
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A dens
A densidz

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

@ Pelo Lema de Dispers3o, esses termos s3o os (inicos termos de
g1 com dispersdo s.
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Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton A dens
A densid:

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

@ Pelo Lema de Dispers3o, esses termos s3o os (inicos termos de
g1 com dispersdo s.

e Dai, f — g1 contém menos termos com dispersdo s; do que f,
possivelmente zero.
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~ - . ental dos Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton N o° mie cos
o A densidade das dia

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

@ Pelo Lema de Dispers3o, esses termos s3o os (inicos termos de
g1 com dispersdo s.

e Dai, f — g1 contém menos termos com dispersdo s; do que f,
possivelmente zero.

@ Continuando desse modo comeg¢ando com f — g1, formando
go € f — g1 — g2, e assim por diante, temos um algoritmo que
eventualmente termina pois, em cada etapa, ou a dispersio
méaxima ou a quantidade de termos com tal dispersdo diminui.
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~ - . ental dos Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton N o° mie cos
o A densidade das dia

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

@ Pelo Lema de Dispers3o, esses termos s3o os (inicos termos de
g1 com dispersdo s.

e Dai, f — g1 contém menos termos com dispersdo s; do que f,
possivelmente zero.

@ Continuando desse modo comeg¢ando com f — g1, formando
go € f — g1 — g2, e assim por diante, temos um algoritmo que
eventualmente termina pois, em cada etapa, ou a dispersio
méaxima ou a quantidade de termos com tal dispersdo diminui.

@ Para a unicidade, basta mostrar que o polinémio nulo em
z1i,...,T, € unicamente representado como o polinémio nulo
em o1,...,0n.
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~ - . ental dos Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton N o° mie cos
o A densidade das dia

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

nao tém mesmo termo lider, j& que o termo lider de

kn A

k1
o1 - 0p" €

kn

n o

e a correspondéncia
(ki,.oskn) = (k14 -+ Eknye ooy kne1 + kny kn)

é injetiva.
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~ - . ental dos Polindmios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton N o° mie cos
o A densidade das dia

Prova do TFPS

Demonstracdo do TFPS usando dispersao

nao tém mesmo termo lider, j& que o termo lider de

kn A

k1
o1 - 0p" €

kn

n o

e a correspondéncia

(ki,.oskn) = (k14 -+ Eknye ooy kne1 + kny kn)

é injetiva.

@ Logo, os termos lideres em uma soma de produtos disjuntos
de polinGmios simétricos elementares ndo se cancelam, e a
soma s6 é nula se for vazia.
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~ - . émios Simétricos
Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton mie cos
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What is the Cayley-Hamilton Theorem?
https://nhigham.com/2020/11/03/
what-is-the-cayley-hamilton-theorem/
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imeétricos

Uma demonstragao topolégica do Teorema de Cayley-Hamilton

densidade d

Prova do TFPS

Obrigado!

Contato: caiotomas6@gmail.com
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