Onde duas retas paralelas se encontram?

(Geometria com pontos no infinito

Calo Tomas de Paula, Lucas Conque Seco Ferreira
Universidade de Brasilia

caiotomas6@gmail . com

Resumo

A geometria projetiva € um tema de estudo amplo e muito bo-
nito. Nosso objetivo nesse trabalho é dar uma visao mtuitiva

e sobretudo geomeétrica das 1deias centrais do tema, e também
uma aplicacao para o estudo das conicas.

Introducao

O estudo da geometria projetiva teve inicio ha mais de 500 anos

com o desenho em perspectiva, sendo um tema de estudo an-
tigo. Além disso, ela, em certo sentido, completa e torna o

espaco euclidiano simétrico com os pontos no infinito e unifica
alguns objetos, como as conicas.

Objetivos

Nosso foco é tentar mostrar o mais intuitivamente possivel, mas
com certo rigor, que no plano projetivo todas as secoes conicas
(elipse, parabola e hipérbole) sao dadas pela mesma curva.

Metodologia

O estudo do tema se deu através de encontros online semanais
com o orientador.

Desenvolvimento

Considere a curva quadrica em R?

Ax® + By? + 2Cxy + Dz + Ey + F = 0, (1)
que estamos supondo ser nao vazia. Introduzindo a substituicao
X Y
rT=—Yy=—=,24%#0
»Y=727%0,

transformamos o estudo de (1) na analise dos zeros de
AX?+ BY?+2CXY + DXZ +EYZ+ FZ*, (2

que denotamos Q(X, Y, Z). Utilizando uma transformacao afim

adequada e o teorema de Sylvester, mostramos que esses zeros
nos dao um cone afim, de modo que a curva original é a in-
tersecao de um plano (Z = 1, amarelo) com um cone, o que nos

diz que (1) é de fato a equacao geral das conicas, que sao de tres
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Vemos também que fazer a intersecao do cone com o plano Z = (
(verde) é, geometricamente, uma “divisao por zero”; essa in-
tersecao nos da as direcoes assintotas da conica, 1.e., seus pontos

no infinito. Introduzimos o plano projetivo, RP?. que nada

mais é que a esfera S? com antipodas identificadas. Os pontos

do equador sao os pontos no infinito, denotados oo.

Resultados

Assim, notamos que a equacao Q(X,Y,Z) = 0 que obtive-
mos anteriormente, por ser homogenea de grau 2, ¢ uma curva
em RP?. Como mencionamos, a intersecao desse cone com o
plano Z = 1 nos da a conica correspondente e, com o plano
/Z = 0, nos da os pontos no infinito da mesma conica. Portanto,
observando as 1magens acima e recordando que os pontos de

RP? sdo direcoes de R, temos que elipse, parabola e hipérbole
tem, respectivamente, nenhum, um e dois pontos no infinito.

No modelo do hemistério apresentado acima temos as seguin-
tes configuracoes para as conicas, que sao dadas pela mesma
curva (azul) Veja https://youtu.be/J0ipiXojtS4 e https:
//youtu.be/NNQHPr7plrg para animacoes das conicas.

Conclusao

Pudemos ver, ainda que de modo breve, a beleza e a utilidade da
ceometria projetiva através da unificacao das conicas em uma
sO curva. Além disso, notamos que as idelas aqui apresenta-
das nao sao de um nivel técnico muito elevado, sendo portanto

compativels com os conhecimentos de um aluno de graduacao.
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